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@ Verifica di limiti fondamentali
Continuita

@ Teoremi di continuita

Funzioni elementari
Esempio di una funzione non continua

Teorema di Bolzano e bisezione
@ Metodo di bisezione

Teorema di Weierstrass e di Darboux
Punti di discontinuita

Limiti notevoli

@ Polinomi
Michele prof. Perini Matematica 3 /279



@ Funzioni razionali fratte
o lim,_, %(x) =1
1—cos(x) _ 1
1zcos(x)

e lim,

T

@ Numero di Nepero
: e*-1 _

@ lim, =1
In(1+x) —

e lim,

k_
o limx_,o % = ].
Funzioni asintotiche
@ Asintoti obliqui

Derivate

Rapporto incrementale
Derivata in un punto
Tangente ad una funzione
Funzioni tangenti

Derivabilita implica continuita
Derivata di una funzione
Derivata di f(x) =k
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Derivata di f(x)=x

Derivata di f(x)=k-g(x)
Derivata di f(x) = |x|

Derivata di f(x)=g(x)+ p(x)
Derivata di f(x) =g(x)p(x)
Derivata di f(x)=x", neN
Derivata di f(x)=e*

Derivata di f(x) = g(p(x))
Derivata delle funzioni inverse
Derivata di f(x) =1In(x)
Derivata di f(x)=x% aeR
Derivata di f(x) = {/x, ne N-{0,1}
Derivata di f(x) =sin(x)
Derivata di f(x) = arcsin(x)
Derivata di f(x) = cos(x)
Derivata di f(x) = arccos(x)
Derivata di f(x) = tan(x)
Derivata di f(x) = arctan(x)
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Derivate di funzioni pari e dispari
Punti angolosi

Cuspidi

Tangenti verticali

Derivate successive

© Teoremi sulle funzioni derivabili

Massimi e minimi relativi

Massimi relativi e derivata in un intorno
Minimi relativi e derivata in un intorno
Teorema di Fermat

Teorema di Rolle

Teorema di Lagrange

Monotonia

Massimi e minimi

Funzioni convesse

Funzioni concave

Concavita

Flessi
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@ Integrali
@ |l problema delle aree

@ Somme di Riemann
@ Integrali di Riemann
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@ Aree

@ Area tra funzione e asse x
@ Area tra due funzioni

o) V1 - x2dx
@ Media integrale e teorema della media
@ Teorema di Torricelli
@ Integrali impropri
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Primitive

Primitive immediate

Proprieta primitive

Integrazione per parti

Primitiva di f(x) = |x|

Integrazione per sostituzione
Differenziale

Integrali di funzioni pari e dispari su [—a;a]
Primitiva di f(x) = tan(x)

Primitiva di f(x) = arctan(x)

Primitiva di f(x) = arcsin(x)

Primitiva di f(x) = arccos(x)

Primitive dei quasi-polinomi

Funzioni non elementarmente integrabili
Primitiva di f(x) = In(x)

Calcolo dei volumi

@ Metodo delle sezioni
@ Solidi di rotazione
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@ Lunghezza delle curve
@ Superfici di rotazione

@ Equazioni differenziali

Primo ordine omogenee

Primo ordine non omogenee
Variabili separabili

Secondo ordine lineari omogenee
Linearita

Problema di Cauchy

@® Distribuzione di probabilita

@ Distribuzioni discrete
@ Variabili aleatorie
@ Distribuzione di Bernoulli
@ Distribuzione di Poisson
@ Distribuzioni continue
@ Variabili aleatorie
@ Distribuzione uniforme
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@ Appendice sull'uso della calcolatrice
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Calcoli generali

Calcoli con i numeri complessi
Numeri in base N

Matrici

Vettori

Calcoli statistici e di regressione
Calcoli di distribuzione

Foglio di calcolo

Tabella x — f(x)

Equazioni polinomiali e sistemi lineari
Disuguaglianze
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Elementi di topologia

Intervalli

Tipo di inter- | Con parentesi

Notazione al-

Rappresentazione gra-

vallo quadre gebrica fica

— —
Chiuso [a; b] asx<b a b

— —
Aperto la; b[ a<x<b a b

— —
Né aperto né | ]|a; b] a<x<bh a b
chiuso

— —
Né aperto né | [a; b[ a<x<bhb a b

chiuso
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Elementi di topologia Massimo e minimo

SialcRel=+g.

M €R & massimo su I (M =max(I)) se
e Mel
e Viel,M=>=i

m € R & minimo su I (m =min(I)) se
e mel

e Viel,m=<i
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Elementi di topologia Estremo superiore e inferiore

SialcRel+g.

S € R & estremo superiore di I (S =sup(I)) se
oS¢l
e M={re(R-1I):r>iViel} (maggioranti)
e S=min(M)

P € R & estremo inferiore di I (P =inf(I)) se
e P¢l
e M={re(R-I):r<iViel} (minoranti)
@ P =max(M)
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Elementi di topologia R esteso

L'insieme dei numeri reali R puo essere esteso utilizzando i simboli

di +oo.
R = RU {—00; +o0}

L'insieme dei numeri reali puo cosi essere rappresentato

dall'intervallo:
R = ]—o0; +oo[
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Elementi di topologia Intorni

I, & intorno di c R se
@ [ e un intervallo aperto
@ cel,

In sintesi I, =]a;b[ e c€ 1.

I, € intorno centrato di c €R se

I.=]c-¢€c+eg[,e>0

Michele prof. Perini Matematica 15 / 279



Elementi di topologia Intorni

I.- ¢ intorno sinistro di c € R se

I-=]c—-¢€cl[,e>0

I+ & intorno destro di c € R se

I+=]c;c+e[,e>0

I__, € intorno di —oo se

I =]-00;M[,M€R

I, € intorno di +oo se

I, =1M;+00[,M €eR
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Elementi di topologia Punti accumulazione

Punti di accumulazione

c € SR & un punto di accumulazione di S se VI, esiste b # ¢ tale
che bel . e beS.

Punti isolati
c €S SR é un punto isolato di S se non & di accumulazione per S. |
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Limiti di successioni Definizione

Limite di una successione, simbologia

Il limite di una successione s, se esiste, si indica con il simbolo:

400
lim s, =< [eR =R
n—+oo
—00
] pussssnsnnsnsnnsnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn
0.8 L]
e’ ¢
0.6 L]
o
0.4 °
0.2
4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
-1@
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Limiti di successioni Definizione

lim s, =1€eR
n—+oo
Il limite di una successione &€ un numero reale [ se
Ve>0,dn:|s,—1l|<e Vn>n

oppure
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Limiti di successioni Definizione

lim s, = +o0

n—-+oo

Il limite di una successione € +o0o se

VM >0,3n:s,>M,Vn>n

oppure
. / !
VI, Sp€l o0, inel
80 .
:: :
- 5
w .
.
= .
o 2
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Limiti di successioni Definizione

lim s, = —oc0
n—+oo
Il limite di una successione € —oco se
VM >0,3n:s,<-M,Vn>n

oppure

T ¥ e 1+ 5 6 7 8 9 10
.
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Limiti di successioni Definizione

ATTENZIONE: la definizione di limite di una successione
formalizza il concetto di avvicinamento del valore della successione
al limite al crescere di n ma non fornisce alcuna indicazione su
come sia possibile determinare il valore del limite. La definizione di
limite di successione permette di dimostrare le seguenti

proprieta/teoremi e verificare |'esattezza del risultato di un dato
limite.
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Limiti di successioni Proprieta e teoremi

Alcune proprieta e teoremi sui limiti:
Unicita del limite: il limite di una successione, se esiste, € unico.

Teorema della permanenza del segno: se lim,,_,, . a, =1 >0 allora
esiste 7 tale che a, >0, Vn > 7.

Teorema dei carabinieri: se lim,_, . a,=1cRe
lim, . ,.,c,=leReVn>nsihachea,<b,<c,
allora lim,,_,, b, =l €R.
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Limiti di successioni Proprieta e teoremi

Sintesi delle proprieta della somma tra limiti del tipo
lim,_.a,=aelim,_ b, =>b per limiti finiti e infiniti (in
tabella si riporta I'esisto di lim,,_, . (a, + b,)):

+ Ha(—:lR‘a=+oo‘a=—oo‘
beR a+b +00 —00
b = +o0 +00 +00 ?
b=-o00 —00 ? —00
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Limiti di successioni Proprieta e teoremi

Sintesi delle proprieta del prodotto tra limiti del tipo
lim,_ . a,=aelim,_ b, =>b per limiti finiti e infiniti (in
tabella si riporta I'esisto di lim,,_.,(a, - b,)):

] ¢ Ha>0\a:0\a<0\a:+oo\a=—oo‘

b>0 ab 0 ab +00 —00

b=0 0 0 0 ? ?

b<0 ab 0 ab —00 +00
b=+00 || +oo ? —00 +00 —00
b =—-o00 —00 ? +00 —00 +00
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Limiti di successioni Proprieta e teoremi

Sintesi delle proprieta del quoziente tra limiti del tipo
lim,_ . a,=aelim,_ b, =>b per limiti finiti e infiniti (con
b, #0Vn >n, in tabella si riporta I'esisto di lim,,_, . (a,/b,)):

] / Ha>0\a:0\a<0\a:+oo\a=—oo‘
b>0 a,/b 0 a/b +00 —00
b=0 00 ? 00 00 00
b<0 a/b 0 a/b —00 +00
b = +o0 0 0 0
b =—-o00 0 0 0
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Limiti di successioni Verifica

Verifica del limite lim,,_,,,+ =0, n € Nj:

1
‘——0‘ <&
n

1
—<e&
n

1
n>-=
£

1

£

lzﬁ

I'ultima scrittura mostra che Ve >0, 37n: |%| <eg, Vn>n.

lcon le parentesi quadre si denota qui la funzione parte intera
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Limiti di successioni Verifica

Verifica del limite limn_+ooZ—:} =1, neN:
n-1
—1‘<£

n+1

ol

<e
n+1
n>-—-1=2|--1|"=n,e<2

€ £

["ultima scrittura mostra che
Ve,0<e<2, In: |23 -1|<¢ Vn>n.

2con le parentesi quadre si denota qui la funzione parte intera
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Serie numeriche

Con lo studio delle serie numeriche ci occupiamo del problema
della somma di infiniti termini. Ad esempio, quanto fa

1, 1,1, 1,1 ?

stitgtigtsmt.- "

1
=qreaegr=—=q = =l
4 2" 2"

non colorata

+

N =

parte colorata

1 1 1 1
_+_+...+_:1__
2 4 2" 2n
parte colorata
1 1 . 1
—+—+-=1lml-—=1
2 4 n—+oo n




Serie numeriche

Con lo studio delle serie numeriche ci occupiamo del problema
della somma di infiniti termini. Ad esempio, quanto fa

1,1,1,. 1,1, 9
2+4+8+16+32+""

1 1 1 1
= qF = qp 900 qp == ¢ — =1
2 4 20 zr
parte colorata non colorata
1 1 1 1
=dh=dbocodt =—= ]| = =—
2 4 2n n
parte colorata
1 1 .
—4+-—+4+-=1lml-—=1
2 4 n—-+oo 2




Serie numeriche

Con lo studio delle serie numeriche ci occupiamo del problema
della somma di infiniti termini. Ad esempio, quanto fa

1, 1,1, 1,1 ?

stitgtigtsmt.- "

1 1 1 1
—t =t —t+ — =
2 4 20 2"
parte colorata non colorata
1 1 1 1
-+ -4+t —=1-—
2 4 n on
parte colorata
1 1 . 1
—+—+4+:-=lim 1-— =
2 4 n—-+oo on




Serie numeriche

Con lo studio delle serie numeriche ci occupiamo del problema
della somma di infiniti termini. Ad esempio, quanto fa

1, 1,1, 1,1 ?

stitgtigtsmt.- "

1 1 1 1
—t -t —+ — =
2 4 20 2"
parte colorata non colorata
1 1 1 1
-+ -4+t —=1-—
2 4 n on
parte colorata
1 1 . 1
—+—+4+:-=lim 1-— =
2 4 n—-+oo on




Serie numeriche

Con lo studio delle serie numeriche ci occupiamo del problema
della somma di infiniti termini. Ad esempio, quanto fa

1, 1,1, 1,1 ?

stitgtigtsmt.- "

1 1 1 1
—t =t —t+ — =
2 4 20 2"
parte colorata non colorata
1 1 1 1
-+ -4+t —=1-—
2 4 n on
parte colorata
1 1 . 1
—+—+4+:-=lim 1-— =
2 4 n—-+oo on




Serie numeriche

Con lo studio delle serie numeriche ci occupiamo del problema
della somma di infiniti termini. Ad esempio, quanto fa

1, 1,1, 1,1 ?

stitgtigtsmt.- "

1 1 1 1
—t =t —t+ — =
2 4 20 2"
parte colorata non colorata
1 1 1 1
-+ -4+t —=1-—
2 4 n on
parte colorata
1 1 . 1
—+—+4+:-=lim 1-— =
2 4 n—-+oo on




Serie numeriche

Con lo studio delle serie numeriche ci occupiamo del problema
della somma di infiniti termini. Ad esempio, quanto fa

1, 1,1, 1,1 ?

stitgtigtsmt.- "

1 1 1 1
—t =t —t+ — =
2 4 20 2"
parte colorata non colorata
1 1 1 1
-+ -4+t —=1-—
2 4 n on
parte colorata
1 1 . 1
—+—+4+:-=lim 1-— =
2 4 n—-+oo on




Serie numeriche

Con lo studio delle serie numeriche ci occupiamo del problema
della somma di infiniti termini. Ad esempio, quanto fa

1, 1,1, 1,1 ?

stitgtigtsmt.- "

1 1 1 1
—t =t —t+ — =
2 4 20 2"
parte colorata non colorata
1 1 1 1
-+ -4+t —=1-—
2 4 n on
parte colorata
1 1 . 1
—+—+4+:-=lim 1-— =
2 4 n—-+oo on




Serie numeriche

Con lo studio delle serie numeriche ci occupiamo del problema
della somma di infiniti termini. Ad esempio, quanto fa

1, 1,1, 1,1 ?

stitgtigtsmt.- "

1
=greaegr=q = =1l
4 2" 2"

non colorata

+

N =

parte colorata

1 1 1
_+...+_:1__
4 2" 2n

parte colorata

+

:

. 1
4= 1lim 1-—=1
n

+
n—+oo 2

N =
==
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Serie numeriche Definizione

Se a; sono i termini di una successione definiamo la successione
delle ridotte ennesime s, come:

SOZaO

51=a0+a1
822610+611+cl2

84:a0+a1+a2+a3+a4

Sp=Og+ a4 +@y+az+a,+-+a, =) a;
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Serie numeriche Definizione

Una sommatoria di infiniti termini & ricondotta al limite di una
successione, grazie a questo e alle proprieta dei limiti € possibile
definire in modo formale somme infinite e loro proprieta.

+00
Y a;= lim Za = lim s,
i=0 nmrisg

SeY %NaeReY!SheR allora®:
° Y %k-a; —kZ+°°a keR
lzo(ai aF bl) = a aF Z+OO b

3Queste proprieta sono banali per un numero finito di addendi ma non per

un numero infinito.
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Serie numeriche Serie aritmetica

Sia a; = ay + id una successione aritmetica di ragione d. Si & gia
dimostrato utilizzando il principio di induzione che:

n n 1
Y a; = Z(u0+id):(n+1)ao+md
i=0 i=0

a meno che non sia a; = d =0 la serie aritmetica diverge sempre:

n(n+ l)d
2

+00
;)(ao +id) = nEer(n +1)ay +

Michele prof. Perini Matematica 32 /279



Serie numeriche Serie geometrica

Sia a; = ayq’ una successione geometrica di ragione g #0. Si & gia
dimostrato utilizzando il principio di induzione che per g # 1:

n n . l_qn+1

Y a;=) ayq' =ay———

per S l-q
per ay, # 0 e g # 0 si ottiene:

el ﬁse—1<q<1/\q¢0

+00 . ) 1-— q
Y apq' = lim ay————=1 coseqg=1
=0 n—-+oo 1—6] 7 e q<_1

Matematica 33 /279
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Serie numeriche Numeri reali

Un qualsiasi numero reale positivo r € R* si pud scrivere come:

n . +00 1 i
r= 3 a;-10! +Zbi-(—)
i=0 i=1 10

parte intera, a,+0 parte decimale

con a;, b; le dieci cifre arabe 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
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Serie numeriche Numeri decimali limitati

Un decimale limitato [ € R* si pud scrivere come:

n . m li
= .. 10 ol — =
= Yar10l + Y (10)

i=1

parte intera, a,#0 parte decimale

= 5 g
= 10™
parte intera ——

parte decimale

con a;, b; le dieci cifre arabe 0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, feNe
geN, g<10™.
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Serie numeriche Numeri periodici

Un decimale illimitato periodico p € R* si pud scrivere come:

n . m 1\¢ +00 1 \¢
p: ;)ai'lol +Zbl(1_0) ar Z Ci.(ﬁ) =

i=1 i=m+1
parte intera, a,+0 antiperiodo periodo
g 1 +00 h
= f + + : Z ik
L 10" 10" =10
parte intera S~—— —_—
antiperiodo periodo

con a;, b;, c; le dieci cifre arabe 0, 1, 2, 3, 4,5,6, 7,8, 9, feN,
keN, geN, g<10™ heN, h <10~
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Serie numeriche

Numeri periodici

h [t 1
= [+ o1om tron || ZToE| Y2
= 10™ 10™ = 10k
parte intera —— L \i=0
antiperiodo )
periodo
h +00 1 i
= f £ — X =]|-1|=
= 10™ 10™ o \10%
parte intera —— i=0
antiperiodo )
periodo
f g h 1
= ar ° - =
%o m m 1\k
parte intera \19’—’ 10 | 1- (E)
antiperiodo >
periodo
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Serie numeriche Numeri periodici

h 1
WRE e
= 10™ 10m [10k -1
parte intera =
antiperiodo periodo
Ad esempio:
1,23456

f=1g=23,m=2h=456k =3,10¥ —1 =999
S 23 456 1
1,23456 =1+ — + — — =
100 100 999
_ 1-99900 +23-999 + 456

99900
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Serie numeriche Numeri periodici

_ 1(100000 — 100) +23(1000 — 1) +456 _
a 99900 a
123456 - 123 41111

99900 3300
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Serie numeriche Mengoli

La serie di Mengoli € una serie del tipo:

YL _-
Si(i+1)

o\l i+1l) i i+l
+ool +ool +001 +001
:Z—'— —:1+Z__ _:1
i=1! =2 i=2l =21
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Limiti Definizione con limiti di successioni

Per f(x):D <R — C <R e ¢ di accumulazione per D si dice [ € R
il limite per x che tende a ¢ di f(x) e si indica con la scrittura:

limf(x)=1eR

se
Vx,eD—{c}: lim x,=c si ha hm f(x )=1

n—+oo
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Limiti Definizione con intorni

Per f(x):D<R— C <R e c di accumulazione per D si dice [ € R
il limite per x che tende a ¢ di f(x) e si indica con la scrittura:

limf(x)=1€eR

se
VI, Vx#c:f(x)el;,qAl,<D:xel, <D
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Limiti Limite sinistro

Definito un intorno sinistro di ¢, I.- =]a;c[ con a < ¢ si puo
definire il limite sinistro di f(x) per x che tende a ¢ come:

lim f(x)=I€eR

se
VI, Vx#c:f(x)el,l.-c<D:xel,- <D
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Limiti Limite destro

Definito un intorno destro di ¢, I.+ =]c;a[ con ¢ < a si puo
definire il limite destro di f(x) per x che tende a ¢ come:

lim f(x)=1eR

se
VI Vx#c:f(x)el,Al.+<D:x€l+ <D
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Limiti Teoremi e proprieta

| limiti delle funzioni reali di variabile reale proprio perché definiti a
partire dai limiti delle successioni ne mantengono tutte le proprieta

formali.
Su tali limiti valgono anche tutti i teoremi visti sui limiti delle
successioni.

Valgono anche le proprieta delle operazioni sui limiti delle
successioni e rimangono identiche anche le forme di indecisione.
Come per i limiti delle successioni la definizione di limite non da
indicazioni sulla modalita di calcolo ma permette la dimostrazione
delle proprieta.
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Verifica di limiti fondamentali

Limiti
Verifichiamo che :
lim — = +o0
x—0" X
1
—>M,VM >0
X

1
Vx >0 si ha che: x<]\—/1=6—>0<x<6

in termini di intorni abbiamo dimostrato che:

Aly+ =]0;6[: x € [+

+oo T

1
VI o =IM;+oo[: —€l,,
X
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Limiti Verifica di limiti fondamentali

Verifichiamo che

X 1
lim — =-o0
x—0" x
1
—<-M,VM >0
X

1
Vx <0 si ha che: x>—M=—6—>—5<x<0

in termini di intorni abbiamo dimostrato che:

1
VI o0 = ]+OO;_M[:_ EI_OO;EII()— = ]—6;0[:x EIO—
X

Michele prof. Perini Matematica 47 / 279



Limiti Verifica di limiti fondamentali

Verifichiamo che

. 1
lim —=0
X—+00 X
1
——0|<eg Ve>0
X

. 1
Vx>0sihache: x>-=M—->x>M
€

in termini di intorni abbiamo dimostrato che:

1
VIy=1-€¢€[: = €y, = IM;+o0[ : X € L,
X
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Limiti Verifica di limiti fondamentali

Verifichiamo che

1
‘——0‘<£, Ye>0
X

. 1
Vx<0sihache: x<x——=-M—->x<-M
£

in termini di intorni abbiamo dimostrato che:

1
Vip=]-ge[: - €y, =]-00-M[:x €l
x
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Continuita

Una funzione f(x):D <R — C <R si dice continua in un punto ¢
del dominio se:

lim f(x) = f(c)

se ¢ non & un estremo (cioé non massimo, non minimo, non
estremo superiore o inferiore) del dominio la condizione di
continuita puo essere espressa come:

lim f(x) = lim f(x) = f(c)

Una funzione continua in ogni punto del suo dominio si dice
continua.
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Continuita Teoremi di continuita

Le proprieta dei limiti consentono di dimostrare “facilmente” i
seguenti teoremi sulle funzioni continue. Se f(x) e g(x) sono
funzioni continue allora anche le seguenti funzioni sono continue:

@ k-f(x) con keR
o f(x)+g(x)

o f(x)-g(x)
° {;E;; con g(x)+0

o f(g(x))=f-g

@ se esiste, & continua anche la funzione inversa f~!(x)
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Continuita Teoremi di continuita

Dimostriamo in modo diretto, a titolo di esempio significativo, che
se f(x) e g(x) sono continue allora & continua anche f(x) + g(x),
dobbiamo mostrare che lim,_, . f(x) + g(x) = f(c) + g(c).

|f(x)+g(x)-f(c)-g(e)l =

=[(f(x)=f(e)) +(g(x)—g(eNI = |f(x) - fle) +g(x) —g(c)l
per la continuita di f(x) e g(x) si ha:

If(x)=f)l+1g(x)-glc)l <a+p, a, >0

per [x—c|<ye |x—c|<d
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Continuita Teoremi di continuita

Concludendo:

If(x)+g(x)-f(c)-g(c)|<a+P=e>0
per |x —c| <min(y,6)=60>0

in termini di intorni abbiamo dimostrato che:

Vifc)rg(e) = 1f(c) +8(c) —& f(c) + g(c) + ¢l

(f (%) +8(x) € Ipeyagey I = lc —O;c +0[ 1 x €1,
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Continuita Funzioni elementari

Sono funzioni continue tutte le funzioni elementari:
o x", {7;
e* In(x)

cos(x), arccos(x)

@ sin(x), arcsin(x)
e tan(x), arctan(x)

e tutte le funzioni da esse composte.
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Continuita Funzioni elementari

A titolo di esempio dimostriamo la continuita della funzione
esponenziale. Dobbiamo mostrare che lim,_, . e* = e°.

le* —ef|<e, e>0

€
e =1 < —=¢
e

l-¢g'<e™ “<1+¢
per 0<ée' <1—1In(l-¢')<x—c<In(l+¢')
se 6 =min(-In(1-¢'),In(1+¢&'))—» -6 <x-c<é
in termini di intorni abbiamo dimostrato che:

Viee=]e‘—¢ce+e[l:e*€l,e,Al,=]c—-06;c+d[:x€l,
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Continuita Esempio di una funzione non continua

Molte delle funzioni utilizzate in matematica sono continue, tante
sono continue in “quasi tutti” i punti del loro dominio. Di seguito
un esempio di una funzione (caratteristica) che ¢ definita su tutti i
reali e non & continua in nessuno dei suoi punti.

1sexe®

flx)= 0sexeR-Q
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Continuita Teorema di Bolzano e bisezione

Teorema degli zeri o di Bolzano: Sia f(x) una funzione
continua nell’intervallo [a; b]. Se f(a)f(b) <0 allora 3c € [a; b]
tale che f(c) =0.

Questo teorema si puo dimostrare con diverse tecniche, il metodo
di bisezione, utilizzato di seguito, & particolarmente interessante in
quanto costituisce una modalita per determinare soluzioni
approssimate di equazioni.
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Continuita Teorema di Bolzano e bisezione

Dimostrazione del teorema di Bolzano: definiamo una
successione a,, (crescente) e una successione b, (decrescente) che
hanno lo stesso limite ¢ e per le quali vale la relazione a, < c < b,.
Due possibili successioni sono:

asen=0
a, = an—l;bn—l se f(anilzbnil)f(bn—l) <0

@y se f (#2575 ) £ (D) 2 0
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Continuita Teorema di Bolzano e bisezione

bsen=0

b = an—l;'bn—l se f(ﬂn—l‘;hn—l)f(an_l) <0
By se f (222522 £ (a,-1) 2 0

Per le due successioni vale la relazione:

b—a
2n

0<b,—a,=<
passando al limite e utilizzando il teorema dei carabinieri si ottiene

lim a,= lim b, =cc¢€]a;b|
n—+oo n—+oo
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Continuita Teorema di Bolzano e bisezione

L'algoritmo di bisezione continua fino a quando:

(an l+bl’l 1) bn—l)

f F(bu) <ov(2=t F(ap_1) <0

passando al limite si ottiene:

tim_ (4= (s, ) <0

n—+oo 2

+b
v lim f(2=22 f(a, ) <0
n—+oo
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Continuita Teorema di Bolzano e bisezione

e utilizzando la continuita di f(x):

. an—l + bn—l .
f(Jim, #2572 ) i) <0
. an—l + bn—l .
o Jim, 222 g (i ) <0
in sintesi si ha:
f2(c)<0

e quindi in conclusione:

fle)=0
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Continuita Teorema di Bolzano e bisezione

Consideriamo la funzione f(x) = x? -2 nell'intervallo [1;2], essa
soddisfa le ipotesi del teorema degli zeri essendo continua
sull'intervallo ed essendo f(1)f(2) = -2 <0, esiste per tanto
almeno un c € ]a; b[ tale che 0 = c* -2 (in questo caso sappiamo
che ¢ = \/5 ma potremmo avere a che fare anche con equazioni
delle quali non conosciamo a priori gli zeri). Determiniamo una
approssimazione di ¢ con il metodo di bisezione, utilizziamo una
tabella per ordinare i dati:
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Continuita

Teorema di Bolzano e bisezione

n| ay by f(a,) f(by,)

0 1 2 -1 2

1 1 1,5 -1 0,25

2 1,25 1,5 -0,437500 0,25

3| 1,375 1,5 -0,109375 0,25

4 | 1,375 | 1,43750 | -0,109375 | 0,0664062
5 | 1,40625 | 1,43750 | 0,0224609 | 0,0664062
6 | 1,40625 | 1,42188 | 0,0224609 | 0,0217285

Con i primi sette passaggi abbiamo determinato per lo zero c:
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1,40625 < ¢ < 1,42188
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Continuita Teorema di Weierstrass e di Darboux

Teorema di Weierstrass*: Se f(x) & una funzione continua
nell'intervallo [a; b] allora ammette massimo e minimo su
quell’intervallo, in altre termini 3x;, x, tali che
fl)=m=f(x)=M = f(x,) Vx €[a;b].

Conseguenza del teorema di Weierstrass ¢ il teorema di Darboux:
Teorema di Darboux: Se f(x) & una funzione continua
nell'intervallo [a; b] allora VI € [m;M] (con m e M rispettivamente
il minimo e il massimo di f(x) su [a; b]) I'equazione f(x) =1
ammette una soluzione in [a; b].

*Qui solo enunciato.
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Continuita Teorema di Weierstrass e di Darboux

Dimostrazione del teorema di Darboux: Il teorema di
Weierstrass su f(x) assicura che 3x,,x, € [a; b] tali che
f(x))=m<f(x)=M = f(x,) Vx € [a; b].

Definiamo una funzione ausiliaria g(x) = f(x) — [ continua, in
quanto somma di funzioni continue, su g(x) vale la relazione:

fx)-l=m-Il<sf(x)-l<M-1=f(x,)-1lVx€[a;b]

gx))=m-Il<g(x)=M-1=g(x,) Vx€[a;b]
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Continuita Teorema di Weierstrass e di Darboux

Su g(x) & possibile applicare il teorema degli zeri nell'intervallo
[x1;%5], si ha infatti che g(x;) <0 e g(x,) =0. Questo assicura
che esiste sempre la soluzione dell’equazione g(x) =0 e quindi di
f(x)—1=0 e, in conclusione, esiste sempre la soluzione
dell’equazione f(x) =1 con x € [x;;x,] < [a; b].
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Continuita Teorema di Weierstrass e di Darboux

Il teorema di Darboux si
potrebbe riformulare come segue:
I'immagine di un intervallo chiuso
e limitato di una funzione
continua € un intervallo chiuso e
limitato.
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Continuita Punti di discontinuita

Discontinuita di prima specie °

Una funzione f(x) continua in un

3 intorno di ¢, ¢ escluso, presenta una
y discontinuita di prima specie se:
2 —
lim, .+ f(x)=1, R
1 { lim, - f(x)=1_€eR
X L#fla)vI_#f(c)vi, #1_
0.5 1 1.5 2 se [, =1_+# f(c) la discontinuita si
-1 dice eliminabile (basta porre

== (o))

5In accordo con Analisi Uno. Primo corso di analisi matematica. Teoria ed
esercizi di Giuseppe De Marco, ed. Decibel Zanichelli.
Michele prof. Perini Matematica 68 / 279



Continuita Punti di discontinuita

Discontinuita di seconda specie °

20

= Una funzione f(x) continua in un

10 intorno di ¢, ¢ escluso, presenta
una discontinuita di seconda
specie se non é di prima specie.

0.5 1 1.5 2

5In accordo con Analisi Uno. Primo corso di analisi matematica. Teoria ed
esercizi di Giuseppe De Marco, ed. Decibel Zanichelli.
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Limiti notevoli Polinomi

n
f(x)=> cix', ¢, 20
i=0

nlC x
hmf(x)—hchx—hmcx 1+
=0 i=0 Cn e

= lim ¢, x" =00
X—00
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Limiti notevoli Funzioni razionali fratte

axi
f(x)_Lb] by 0

1 f( ) 1 :l Oaixl
lm X)=11mhm —/———=
X—00 Zmo bjx]
. 0Ose m>n
. anx a,
= lim = osem=n
x—oo ph_xm m

ocosem<n
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Limiti notevoli lim,_, 2 =

sin(x) _
x—0 x

Giustifichiamo (non dimostriamo) il limite lim

Sgialla = = Srossa

12 : 12 12
—roisin(x)| = -r° |x| = -r° [tan(x
Sr2[sin(x)] = 572 % = 57* |tan(x)

[sin(x)| < |x| < |[tan(x)|



Limiti notevoli lim,_, 2 =

sin(x) _
x—0 x

Giustifichiamo (non dimostriamo) il limite lim

Sgialla = = Srossa

12 : 12 12
—roisin(x)| = -r° |x| = -r° [tan(x
Sr2[sin(x)] = 572 % = 57* |tan(x)

[sin(x)| < |x| < |[tan(x)|



Limiti notevoli lim,_, 2 =

sin(x) _
x—0 x

Giustifichiamo (non dimostriamo) il limite lim

Sgialla = = Srossa

12 : 12 12
—roisin(x)| = -r° |x| = -r° [tan(x
Sr2[sin(x)] = 572 % = 57* |tan(x)

[sin(x)| < |x| < |[tan(x)|



sin(x) -1

Limiti notevoli lim,_,
X

sin(x) _
L =1

Giustifichiamo (non dimostriamo) il limite lim,_,

.
Sgialla = ‘Sarancione = Srossa

1, . 1, 1,
—roisin(x)| = -r° |x| = -r° [tan(x
Sr2sin(x)| = 52 |x| = 51 |tan(x)

|sin(x)| < |x| < |[tan(x)|



sin(x) -1

Limiti notevoli lim,_,
X

sin(x) -1

Giustifichiamo (non dimostriamo) il limite lim,_, >

Sgialla = ‘Sarancione = Srossa

1, . 1, 1,
—roisin(x)| = -r° |x| = -r° [tan(x
Sr2sin(x)| = 52 |x| = 51 |tan(x)

|sin(x)| < |x| < |[tan(x)|
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Limiti notevoli lim,_, 2 =

sin(x)

[sin(x)| < |x| < cos(x)

1
cos(x)

X

sin(x)

sin(x) =1

|cos(x)| <

Per il teorema dei carabinieri si ottiene:

sin(x
lim [cos(x)| slim) () <lim1
x—0 x—0 X x—0
sin(x
1<Ilim () <1
x—0 X
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Limiti notevoli lim,_, 2 =

sin(x
lim—| ()| =1
x—0 |_x|
se0<x<7%: se -5 <x<0:
sin(x —sin(x
limL =1 lim# =1
x—0 X X=0 —x
in conclusione’: in(x)
sin(x
lim—=1
x—0 X

"Per ottenere questo risultato si & utilizzata la continuita della funzione
coseno.
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l—c;)zs(x) -1

Limiti notevoli lim,_,
2

. . (I—=cos(x))(1+cos(x))
lim = lim =

2 2
e x=0 % (1 + cos(x))

1—cos(x)

. 1-cos?(x) . sin?(x)
= }CIE(I) g = hi% "> =
- (L+cos(x)) *~03(1+cos(x))

sin?(x) 2 (sin(x) )2 2 _ 18

= lim = lim =
x—0 x2 1+4cos(x) =x—0| x 1+ cos(x)

8Per ottenere questo risultato si & utilizzata la continuita della funzione
coseno.
Michele prof. Perini Matematica 75 / 279



Limiti notevoli Numero di Nepero

Il numero di Nepero (e) & per definizione estesa per quanto visto
sulle successioni e I'esponenziale naturale:

1)\ 1)\~~*
e= lim (1+—) = lim (1——) =

X—+00 X X—+00 X

1\*
= lim (1+—) ~2,71828

X—+00 X

3.2
28

26
2.4

1 2 3 45 6 7 8 9 10111213 14 15
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Limiti notevoli

Per le proprieta dell’esponenziale naturale, per x <1 si ha:

Michele prof. Perini

1
X+l<se*=s—

1—-x
1
x<e-1=s—-1
1—-x
xse"—lsL
1—-x
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Limiti notevoli

se0<x<1:

e*—1 1
S_
X 1—-x

1<

per il teorema dei carabinieri si
ottiene:

X

e
lim1 < lim

<lim ——
x—0 x—0 X x—0]—x
.=
1 <lim <1
x—0 X

In conclusione:

Michele prof. Perini

per il teorema dei carabinieri si
ottiene:

a5

. . e — .
lim <lim <lim1l
x—0]1—x x—-0 x x—0

x —
1 <lim <1
x—0 X
.oef-1
lim =
x—0 X
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Limiti notevoli lim,_, —ln(l;x) =1

. In(1+x)
lim—— =

x—0 X

\1+x:ey—>x:ey—1\

In(e”
Cpim )y Yy
y—0e¥—-1 y—0e¥-1
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k
(1+x)°-1 -1

Limiti notevoli lim,_, ==

C (1+x)-1
lim— =
x—0 kx

‘1+x:ey—>x:ey—1‘

(eN)k-1 . efv-1
im——— =lim——— =
y—=0k(e¥—-1) y—-0k(e¥-1)
| k
eV -1
= lim —Y— =lim =

y=0 k—ei;l y—0 ky

A |
=lim
z—0 Z

=1

Michele prof. Perini Matematica 80 / 279



Funzioni asintotiche

f(x) e g(x) si dicono asintotiche in c € R se
m i)
x—»cg(x)

questo si indica con il simbolo

=1

flx)~g(x), x—c
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Funzioni asintotiche

sin(x) ~x, x —0

2,,
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Funzioni asintotiche

Michele prof. Perini
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Funzioni asintotiche

e ~1+x,x—0

2

=2 lx 1.5
-1+
—1.5
—2 1
Michele prof. Perini Matematica
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Funzioni asintotiche

In(1+x)~x,x—0

2,,

1.5 |

Michele prof. Perini
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Funzioni asintotiche

Q+x)f~1+kx, x—0

2,,
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Funzioni asintotiche Asintoti obliqui

Un asintoto obliquo & una retta (con m # 0) asintotica ad una
funzione f(x) per x — oco. Si deve verificare che:

lim _f(x) =1
x—00 mx + ¢

Affinché cio possa accadere deve essere:

lim f(x) =00
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Funzioni asintotiche Asintoti obliqui

Un asintoto obliquo & una retta (con m # 0) asintotica ad una
funzione f(x) per x — oco. Si deve verificare che:

lim _f(x) =1
x—00 mx + ¢

Affinché cio possa accadere deve essere:

lim f(x) =00

f(x)

lim f(x)q = lim f(x) =1—|m=lim —=
x—»oox(m+;) xX—00 MmX x—oo X
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Funzioni asintotiche Asintoti obliqui

Un asintoto obliquo & una retta (con m # 0) asintotica ad una
funzione f(x) per x — oco. Si deve verificare che:

lim fx)

x—comx+q

Affinché cio possa accadere deve essere:

lim f(x) =00

lim f(x) = lim fx) =1—|m= lim ]E
X—=oo x (m + %) X—o0 mx X—00 X

lim f(x) = lim mx+q —[q = lim f(x) = mx
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Funzioni asintotiche Asintoti obliqui

Un asintoto obliquo & una retta (con m # 0) asintotica ad una
funzione f(x) per x — oco. Si deve verificare che:

lim fx)

x—comx+q

Affinché cio possa accadere deve essere:

lim f(x) =00

lim f(x) = lim fx) =1—|m= lim ]E
X—=oo x (m + %) X—o0 mx X—00 X

lim f(x) = lim mx+q —[q = lim f(x) = mx
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Derivate Rapporto incrementale

Rapporto incrementale:

Ay _f(b)-f(a)
Ax b-a

Se Ax — 0 il rapporto
incrementale passa dall’essere il
coefficiente angolare della
secante al coefficiente angolare
della retta tangente.
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Derivate Derivata in un punto

Definiamo la derivata di una funzione nel suo punto di ascissa

o [ =) _, fle+h) =)
X—C h—0 h

f'(c) =lim

X—C
Fin dalla prima introduzione del concetto di derivata introduciamo
diverse modalita per la sua definizione e rappresentazione, ogni
modalita presenta vantaggi diversi nell'utilizzo. Se il limite di cui
sopra esiste finito la funzione si dice derivabile in quel punto.
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Derivate Tangente ad una funzione

Esplicitiamo |'equazione di una retta r tangente ad una funzione

y = f(x) (in simboli r/f(x)g) nel punto (c, f(c)):
M F(x) = riy=f(e)=F(e)x-c)

o anche:

rfx) = riy = f(e)x+fc) - cf'(c)

%Il simbolo di retta tangente / non & universalmente utilizzato ed e
ispirato ad un compito d'esame di stato del 2019 di uno studente del liceo
Copernico: Pietro Cavallini.
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Derivate Funzioni tangenti

Due funzioni derivabili f(x) e g(x) si dicono tangenti in un punto
P(c,f(c)=g(c)) (in simboli f(x)fg(x)lo) se:

f(e)=g(c)
f'(e)=g'(c)

10]| simbolo di funzioni tangenti % non & universalmente utilizzato ed e
ispirato ad un compito d'esame di stato del 2019 di uno studente del liceo
Copernico: Pietro Cavallini.
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Derivate Derivabilita implica continuita

Teorema: Se una funzione & derivabile in x = ¢ allora & anche
continua in quel punto.
Dimostrazione: |l fatto che f(x) sia derivabile in x = ¢ significa

che:
x—=c X—C

lim (f(x) = £(¢)) = f'(¢)lim (x - )
lim (f(x) - f(¢)) =0
lim £(x) = /(c)

I'ultima equazione & la definizione di continuita di f(x) nel suo
punto x = c.
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Derivate Derivata di una funzione

A partire da una funzione f(x) possiamo definirne un’altra grazie
alla definizione di derivata. Introduciamo anche altri simboli per
indicare la derivata:

=2 = (=
L FEf) [ h) - f ()
c—X X—C h—0 h

La funzione cosi ottenuta si chiama derivata prima o
semplicemente derivata.
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Derivate Derivata di f(x) =k

Calcoliamo in modo diretto la derivata di f(x) =k

e ‘ﬂx+m f6) K=k _. 0

!ﬂm=k~furm\
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Derivate Derivata di f(x) =x

Calcoliamo in modo diretto la derivata di f(x) = x:

Flx) = f(x+h) f(x) }li_’o(x+h) X
\f(x)=x—>f’(x)=1\
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Derivate Derivata di f(x) =k-g(x)

Calcoliamo in modo diretto la derivata di f(x) =k g(x):

o) = i L =10)

lim X8R —k-g(x)
h—0 h h—0

) =k-gx) = f(x)=k-g'x)]

k-g'(x)

gx+h)—g(x) _
- =
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Derivate Derivata di f(x) = |x|

xsex=0

f(x)—|x|—{ -xsex<0
lsex>0 x| x
/ _ = M
f(x)_{—lsex<0 Cox o |x]

La funzione valore assoluto non & derivabile in x =0, si ha infatti:

li%f'(x) =1 mentre lilgf’(x) =-1

f@)=1xl— f'(x)=

| x|

Izl
X
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Derivate Derivata di f(x) =g(x)+p(x)

Calcoliamo in modo diretto la derivata di f(x) =g(x)+ p(x):

f(x+h) f) _

f'(x)=
_ limg(x+h)+p(x+h)—(g(x)+/0(x)) _
T h=0 h -
. [8x+h)-g(x) px+h)-px)|_ , :
—}}E},( h + h )—g(x)+p(x)

[f(x) =g(x) +p(x) = F(x) = g' (1) + p'(x) ]
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Derivate Derivata di f(x) = g(x)p(x)

Calcoliamo in modo diretto la derivata di f(x) = g(x)p(x):

D(g)p(x)) = lim T

_ hmg(x)p(x)—g(c)p(c) _

c—x X—c
~ lim (g(x)p(x) —8(c)p(x) | 8(c)p(x) —g(C)p(C)) _
c—x X—C X—C

X—C

(p(x)g( x)-g() ()p(x)—p(c)):
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Derivate Derivata di f(x) = g(x)p(x)

= g'(0)p(x) +g(0)p'(x)
[f(@) = g)p() = £/ () = g ()p(x) + g ()P’ (1) |

Nella dimostrazione si & utilizzata la continuita di g(x) e p(x).
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Derivate Derivata di f(x)=x", neN

Dimostriamo per induzione che la derivata di f(x)=x" &
f'(x)=nx""', neN.
esen=0sihaf(x)=x"=1ef'(x)=0-x""1=0, vero.

@ Dimostriamo che se l'ipotesi induttiva & vera per n allora
vera anche per n+1: D(x"*')=D(x-x") =
D(x)x"+xD(x")=x"+xnx""! = (n+1)x" che & I'ipotesi
induttiva per n+1.

f(x)=x"—f'(x)=nx""', neN

Le funzioni di cui sopra e le loro derivate hanno tutte R come
dominio per n € N,.
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Derivate Derivata di f(x) =e*

Calcoliamo in modo diretto la derivata di f(x) = e™:

f(x+h) f(x) .. e*h—e” 3
= -
x,h _ _x h _ 1
=limu=exlime =e"
h—0 h h—0

[fx)=e*—f'(x) =¢*
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Derivate Derivata di f(x) = g(p(x))

Calcoliamo in modo diretto la derivata della composizione di
funzioni:

i 8P ~8(p(c)) _
5=t B=C

_ i S = ()
D(g(p(x))) = lim = —

_ i 8P ~8(p(e)) p(x) = p(c)
e~ px)-plc)  x-c
F(x)=g(p(x)) — f'(x) =g'(p(x))-P'(x)

o in altri termini:

=g'(p(x))-p'(x)

df dgdp

f(x)Zgop(x)_)E_d_pdx
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Derivate Derivata delle funzioni inverse

Siano f(x) e g(x) = f~'(x) due funzioni inverse, si ha allora:

flgx))=x

derivando ambo i membri si ottiene:

f'(gx))-g'(x)=1

, _ 1
8= Fg
in altri termini:
1
1 B
PU)= Fm)
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Derivate Derivata di f(x) =In(x)

Per calcolare la derivata del logaritmo naturale utilizziamo il
teorema di derivazione delle funzioni inverse:

1

D(In(x)) = 5 =~

f) =) = /() =
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Derivate Derivata di f(x) =x% a€eR

Calcoliamo la derivata di f(x) = x%, @ € R. Ricordiamo che in
queste funzioni x >0, possiamo scrivere f(x) = x* = e,

D(ealn(x)) = "™ D (aln(x)) =

1
x%a—=ax
x

f(x)=x%—f'(x)=ax*", aeR

a-1
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Derivate Derivata di f(x) = \’/E, neN-1{0,1}

Utilizziamo il teorema delle derivate delle funzioni inverse (a
seconda della parita o disparita di n i domini delle funzioni {/E
saranno diversi).

x

nx

f(x)=/x— f'(x) ==, neN-{0,1}
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Derivate Derivata di f(x) = sin(x)

Calcoliamo in modo diretto la derivata del seno:

sin(x + h) —sin(x)
> =

D (sin(x)) = lim
h—0

. sin(x)cos(h) + sin(h) cos(x) — sin(x)
= lim =
h—0 h

= }li_lg (%h)_l sin(x) + &}Eh) cos(x)) =
= }li_rg (g% sin(x) + cos(x)) = cos(x)

/() = sin(x) = f'(x) = cos(x) |
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Derivate Derivata di f(x) = arcsin(x)

Utilizziamo il teorema della derivata delle funzioni inverse.

1

D (arcsin(x)) = m =

La funzione arcoseno restituisce angoli in [—%,%] per questi angoli
si ha cos(x) =0, si puo quindi scrivere:

1 1
- v/1 - (sin(arcsin(x)))? - V1-x2

f(x) =arcsin(x) — f'(x) = 4

1-x2
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Derivate Derivata di f(x) = cos(x)

Calcoliamo la derivata del coseno a partire dalla derivata membra a
membro della relazione goniometrica fondamentale:

(cos(x))? + (sin(x))* = 1
2cos(x)D(cos(x)) + 2sin(x)D (sin(x)) =0
cos(x)D (cos(x)) + sin(x)cos(x) =0
cos(x) (D(cos(x)) +sin(x)) =0
D (cos(x)) = —sin(x)
| £(x) = cos(x) — f'(x) = —sin(x) |
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Derivate Derivata di f(x) = arccos(x)

Utilizziamo il teorema della derivata delle funzioni inverse.

1
—sin (arccos(x)) -

D (arccos(x)) =
La funzione arcocoseno restituisce angoli in [0; 7], per questi angoli
si ha sin(x) =0, si puo quindi scrivere:

1 1

B —v/1 = (cos(arccos(x)))? B 1-x2

f(x) =arccos(x) — f'(x) = ———
1
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Derivate Derivata di f(x) = tan(x)

Calcoliamo la derivata della tangente dopo aver riscritto la
funzione in termini di seno e coseno:

sin(x)

D(tan(x)) = D( ) = D(sin(x)cos(x)™!) =

cos(x)

= cos(x)cos(x) ! —sin(x)cos(x) 2 (=sin(x)) =

i ( sin(x)

cos(x)

2
) =1+ (tan(x))?

f(x) = tan(x) — f'(x) = 1+ (tan(x))?
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Derivate Derivata di f(x) = arctan(x)

Utilizziamo il teorema della derivata delle funzioni inverse

D (arctan(x)) = ! !

1+ (tan(arctan(x)))? 1+ x2

f(x) =arctan(x) — f'(x) = L

1+ x2
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Derivate Derivate di funzioni pari e dispari

Dimostriamo che la derivata di una funzione pari (f(-x) = f(x)) &
una funzione dispari:

fE)=f(x) = =f'(=x) = f'(x) = f'(=x) = =f"(x)

Dimostriamo che la derivata di una funzione dispari
(f(=x) =—f(x)) & una funzione pari:

fEX)==f(x) = =f'(=x)==f"(x) = f'(=x) = f'(x)
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Derivate Punti angolosi

Un punto angoloso & un punto in
cui la funzione & non derivabile e
almeno uno tra limite destro e
sinistro della sua derivata prima e
finito.
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Derivate Cuspidi

Una cuspide &€ un punto in cui la
funzione € non derivabile e in cui
limite destro e sinistro della
derivata prima sono entrambi
infiniti con segni opposti.

Michele prof. Perini Matematica 116 / 279



Derivate Tangenti verticali

Un punto a tangente verticale e
un punto in cui la funzione € non
derivabile e in cui limite destro e
sinistro della derivata prima sono
entrambi infiniti con lo stesso
segno.
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Derivate Derivate successive

L'operazione di derivazione puod essere ripetuta piu volte, in questo

caso si parla di derivate successive. Per le derivate successive alla
prima si usano i simboli:

1) f(x)

D?(f(x)),...,D" (f(x))
acf  d'f

dx?’ " dxn
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Teoremi sulle funzioni derivabili Massimi e minimi relativi

Massimo relativo
Un punto c € ]a; b[ si dice di massimo relativo per la funzione
f(x):D—Rse:

M=f(c)=f(x)Vxela;b[nD

Minimo relativo
Un punto c € ]a; b[ si dice di minimo relativo per la funzione
f(x):D —R se:

m=f(c)<f(x)Vxela;b[nD
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Teoremi sulle funzioni derivabiliMassimi relativi e derivata in un intorno

Se c € ]a; b[ &€ massimo relativo per f(x):D — R si ha Vx € ]a; b[ < D:

fle)=f(x)—f(x)-f(c)<0

se x € |a;c[: se x € |c; bl:
fE)-£) _ fE) =) _,
X—C X—C
passando al limite per x — ¢ si ottiene: passando al limite per x — ¢ si ottiene:

f(c)=0 fl(c)=0

In conclusione se ¢ & massimo relativo per f(x) allora f'(c) = 0.
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Teoremi sulle funzioni derivabili Minimi relativi e derivata in un intorno

Se c € ]a; b[ & minimo relativo per f(x):D — R si ha Vx € ]a; b[ < D:

fle)sf(x)—f(x)-f(c)=0

se x € |a;c[: se x € |c; bl:
fE) =) _ fE) =) _
X—C X—C
passando al limite per x — ¢ si ottiene: passando al limite per x — ¢ si ottiene:

fie)=<0 £1(€)=0

In conclusione se ¢ & minimo relativo per f(x) allora f'(c) = 0.

Michele prof. Perini Matematica 121 / 279



Teoremi sulle funzioni derivabili Teorema di Fermat

Teorema di Fermat: Se c € Ja;b[ <D & un estremo (massimo o
minimo) relativo per f(x):D — R derivabile in ¢, allora f'(c) =0.
Dimostrazione: immediata dalle dimostrazioni sui massimi e
minimi relativi e la derivata in un intorno.

Punti stazionari
Un punto (c, f(c)) si dice stazionario se f'(c) = 0.

ATTENZIONE: Il teorema di Fermat afferma che se (¢, f(c)) € un
estremo relativo allora f'(¢) =0 ma non afferma che se f'(¢) =0
allora (c,f(c)) & un estremo relativo (il che non si verifica sempre).
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Teoremi sulle funzioni derivabili Teorema di Rolle

Se una funzione f(x):
@ f(x) e continua in [a; b]
@ f(x) e derivabile in ]a; b[
o f(a)=f(b)
allora 3c € Ja; b[ : f'(c) = 0.
Dimostrazione: se la funzione & costante la sua derivata & nulla in
tutti i punti dell'intervallo e il teorema & dimostrato. Se f(x) e

continua non costante in [a; b] per il teorema di Weierstrass
ammette massimo e minimo assoluto sull’intervallo.
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Teoremi sulle funzioni derivabili Teorema di Rolle

Essendo f(a) = f(b) il massimo o il minimo devono essere in |a; b[
(altrimenti la funzione sarebbe costante), per il teorema di Fermat
deve essere f'(c) =0, c € ]a; bl.
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Teoremi sulle funzioni derivabili Teorema di Lagrange

Se una funzione f(x):

@ f(x) e continua in [a; b]

@ f(x) e derivabile in ]a; b[
allora 3c € Ja; b[: f'(c) = ]%.

Dimostrazione: utilizziamo la funzione ausiliaria

f(b) f(a)

g(x)=f(x)-f(a)- (x—a)

g(x) oltre a soddisfare le ipotesi del teorema di Lagrange soddisfa
la relazione g(a) =g(b) =0.
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Teoremi sulle funzioni derivabili Teorema di Lagrange

Su g(x) vale il teorema di Rolle e quindi 3c € ]a; b[ tale che:

g()=0~0=7(c)- 1D I

[(0)~f(@)
IHORSE e

Il teorema di Lagrange ci assicura che se s € una retta secante

f(x) in (a,f(a)) e (b, f(b)) Elr/f(x) in (c,f(c)), c€la;b] tale

che r|s.
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Teoremi sulle funzioni derivabili Monotonia

Per una funzione f(x): D — R derivabile in un intervallo I €D
valgono i seguenti teoremi di monotonia.
Crescenza:

VX, x€l:x; <Xy — f(x7) < f(x,) « f'(x)=0Vx el
Decrescenza:

VX, X, €1:x; <X, — f(x7) = f(x,) < fl(x)<0Vx el

Michele prof. Perini Matematica 127 / 279



Teoremi sulle funzioni derivabili Monotonia

Dimostrazione teorema sulla crescenza, prima parte.
Dimostriamo che se la funzione & crescente allora la sua derivata é
positiva. Yx;,x, €I si ha:

F(x2)=f(x1)20Ax, —x; >0

[ =) _,

Xo — X

passando al limite per x; — x, si ottiene:

f'(x)=0
essendo I'ultima scrittura vera Vx, € I si ottiene:

f'(x)=0Vxel
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Teoremi sulle funzioni derivabili Monotonia

Dimostrazione teorema sulla crescenza, seconda parte.
Dimostriamo che se la derivata € positiva allora la funzione ¢
crescente. Vx,,x, €I: x, > x; si ha, applicando il teorema di
Lagrange in [x;x,]:

f(x2) = f(x)

Xp — X

=f'(c), celxy;xy[ ST

essendo la derivata positiva per ogni punto dell’intervallo

otteniamo:
f(x) = f(x)

Xo — X3

=0, Vx, > x;

In conclusione Vx, > x; — f(x,) = f(x;).
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Teoremi sulle funzioni derivabili Monotonia

Per le funzioni derivabili valgono le seguenti relazioni tra derivata
prima e monotonia che riassumiamo tramite tabella, la
dimostrazione & stata fatta solo nel caso della crescenza, le altre
sono analoghe.

f'(x) + 0 -
f(x) / i \

f(x) | crescente | costante | decrescente

| segni della derivata prima della tabella sono da interpretare come
sempre identici in un certo intervallo del dominio.
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Teoremi sulle funzioni derivabili Massimi e minimi

Per quanto precedentemente visto si ha per le funzioni derivabili:

Xm
f'(x) + -
f(x) / N\
xm
f'(x) - +
f(x) N\ /

X)s € X, rispettivamente punti di massimo e di minimo relativo per

f(x).
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Teoremi sulle funzioni derivabili

Michele prof. Perini

Funzioni convesse

Una funzione f(x): D — R si dice
convessa (o con concavita verso
I'alto) in un certo intervallo

I €D se il suo valore & inferiore
ad ogni secante in I, in simboli:

Vx,a,bel

deve essere

)= fl@)+ T8 g
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Teoremi sulle funzioni derivabili

Michele prof. Perini

Funzioni concave

Una funzione f(x): D — R si dice
concava (o con concavita verso il
basso) in un certo intervallo

I € D se il suo valore e superiore
ad ogni secante in I, in simboli:

Vx,a,bel

deve essere

)2 fla)+ T g
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Teoremi sulle funzioni derivabili Concavita

Per una funzione f(x): D — R derivabile in un intervallo I €D
valgono i seguenti teoremi di concavita.
Convessa:

Vxy,xp €1:x) <X — f'(x1) = f(x3) <

fe =@+ TOTD ) v g e

Concava:
VX, €1 <X — f'(x1) 2 f'(x5) <

f()f()

f(x)=f(a)+ (x—a), Vx,a,bel
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Teoremi sulle funzioni derivabili Concavita

Per la dimostrazione del teorema sulla convessita utilizziamo la
funzione ausiliaria:

h(x) = f(x) (f(a)+M( a))

per la quale valgono le relazioni:

h(a) = f(a) - (f( FEAL e AL ))

f() f(a)

h(b) = f(b) - (f( )+ ———(b a))=0

W)= () f—” 2L
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Teoremi sulle funzioni derivabili Concavita

Dimostrazione teorema sulla convessita, prima parte.
Ipotizziamo f'(x) crescente e quindi anche h'(x) crescente
differendo le due funzioni solo di una costante. Su h(x) vale il
teorema di Rolle, esiste pertanto c¢ € |a; b[ tale che h'(c) = 0.
Essendo h'(x) crescente in I deve verificarsi la situazione
sintetizzata in tabella:

h'(x) - +

h(x) N /
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Teoremi sulle funzioni derivabili Concavita

¢ &€ minimo relativo di i(x) su [a; b] ed essendo h(a) = h(b)=0
dovra essere h(x) <0 in I. per tanto si ha:

flx)- f(a)+]w( -a)|<o0

)= fla+ T g

I'ultima relazione ¢ la definizione di convessita di f(x) e cio
conclude la prima parte della dimostrazione.
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Teoremi sulle funzioni derivabili Concavita

Dimostrazione teorema sulla convessita, seconda parte.
Ipotizziamo f(x) convessa e quindi anche h(x) <0. Riportiamo in
tabella la situazione:

a a+d b—¢ b
M) 0 - - _
h(x) \ ? /
h'(x) = ? +

Si ha h'(a) <0< h'(b). h'(x) risulta crescente e quindi anche
f'(x) lo &, questo conclude la dimostrazione.
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Teoremi sulle funzioni derivabili Concavita

Per quanto precedentemente visto e per dimostrazioni analoghe
per la concavita, se f(x) & una funzione derivabile due volte, si ha
quanto riassunto in tabella. Le conclusioni si traggono ricordando
che la derivata seconda € la derivata prima della derivata prima.

f'(x) N - /
f"(x) - 0 +
f(x) N — U

f(x) | concava | lineare | convessa

| segni della derivata seconda della tabella sono da interpretare
come sempre identici in un certo intervallo del dominio.
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Teoremi sulle funzioni derivabili Flessi

Flesso: Un flesso (F) € un punto in cui una funzione cambia

concavita.
Per quanto precedentemente visto si ha per le funzioni due volte
derivabili:
XE
f'() ' -
f(x) U N
XF
f') - +
f(x) N U
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Teoremi sulle funzioni derivabili Teorema di Cauchy

Teorema di Cauchy: Siano f(x) e g(x) due funzioni
@ continue in [a; b]
@ derivabili in ]a; b|
@ g(x)+0Vxe€l]a;b[

allora dc € ]a; b[ tale che:

f(b)-f(a) _f(c)
g(b)-gla) ~ g'(c)
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Teoremi sulle funzioni derivabili Teorema di Cauchy

Dimostrazione del teorema di Cauchy: utilizziamo la funzione
ausiliaria

h(x) = (f(b) - f(a)) (g(x) - g(a)) - (g(b) - g(a)) (f(x) - f(a))
sulla quale valgono le relazioni:
h(a) = (f(b) - f(a)) (g(a) - g(a)) - (g(b) - g(a)) (f(a) - f(a)) =0
h(b) = (f(b) - f(a)) (g(b) -g(a)) - (g(b) -g(a)) (f(b) - f(a)) =0

h(x)=(f(b)-f(a))g'(x) - (g(b)—g(a)) f'(x)

Su h(x) vale il teorema di Rolle, esiste quindi c € ]a; b[ tale che
h'(c) = 0 che significa

0=(f(b)-f(a))g'(c)-(g(b)-g(a)) f'(c)
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Teoremi sulle funzioni derivabili Teorema di Cauchy

Essendo g'(x) # 0 deve essere g(a) # g(b), se fosse g(a) = g(b)
varrebbe il teorema di Rolle e g'(x) si dovrebbe annullare in
almeno un punto. In queste condizioni |'ultima equazione puo
essere riscritta:

(f(b) - f(a))g'(c) = (g(b) —g(a)) f'(c)

f(b)-f(a) _ f'(c)
g(b)-gla) g'(c)
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Teoremi sulle funzioni derivabili Teorema di de |'Hopital

Sial=]a;b[ecela;b[SRe f(x) e g(x) due funzioni tali che:
@ f(x) e g(x) siano derivabili in I v I —{c}
@ g'(x)#0inIvI—{c}
e lim,_, f(x)=1lim,_.g(x) =0 oppure
llim, . f(x)| = [lim,_.. g(x)| = +oo
') o R

e lim, . Fe)

allora f( ) £
. X
e Ry
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Teoremi sulle funzioni derivabili Teorema di de |'Hopital

Dimostrazione del teorema di de I'Hopital, caso %, ceRe
lim,_ L& =jeRr:

*—c g'(x)
L’esistenza del limite ci assicura che Ve >0 e x € [a,; c[:
"(x
f,( )—l <e
g'(x)

presi un x e u in [a,; c[ per il teorema di Cauchy si ha

f@) - f) _ f'(K)
g -gw)  gk)’

k€ lx;ul
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Teoremi sulle funzioni derivabili Teorema di de |'Hopital

Essendo k un qualsiasi valore in un intorno di ¢ possiamo riscrivere
la disuguaglianza che definisce il limite:

‘f(x) ~fw) _,

g -gw |°°

passando al limite per u — ¢, ricordando che
lim,_ . f(x)=1lim,__.g(x)=0:

M = l‘ <e
g(x)
il che dimostra che anche lim,_,, % =[. Gli altri casi si

dimostrano in modo analogo.
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Teoremi sulle funzioni derivabili Confronto tra infiniti

Confronto tra x%,a >0 e e*:

x¢ ealn(x)
lim =—— = lim ——— = lim e*"®~* =
x—+o00 ¥ x—+00 e¥ X—+00
: _1: aln(x) _
lim,_ .. (aln(x)—x)=lim,_ , X " -1|=
——
del’Hopital caso

=lim X =—00

x(%-1)=lim

X—+00 X—+00

— elimx_,+°°(0cln(x)—x) =0
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Teoremi sulle funzioni derivabili Confronto tra infiniti

Confronto tra x%,a >0 e In(x):

o axa—l

im = lim = lim ax®=+o0
x—+ooIn(x) x—+oc0 1 X—+00
e
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Teoremi sulle funzioni derivabili  Metodo delle tangenti di Newton

Sia f(x) continua e derivabile su [a; b], a < b e sia
o f(a)f(h)<0
e f'(x)<0Vxel[a;b] (o f'(x)>0)
e f"(x) sempre con lo stesso segno su [a; b]
allora
@ 3 un unico c € ]a; b[ tale che f(c)=0
@ limn — +oox, =c

con x, la successione:

xo =a
Xnin = % = 155
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Teoremi sulle funzioni derivabili  Metodo delle tangenti di Newton

Dimostrazione metodo delle tangenti, prima parte: Nelle
condizioni proposte su f(x) vale il teorema di Bolzano e quindi
dc € ]a; b[ tale che f(c) =0, c & unico perché la funzione &
strettamente decrescente (crescente) su [a; b] essendo f'(x) <0

(f'(x)>0).
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Teoremi sulle funzioni derivabili  Metodo delle tangenti di Newton

Giustificazione successione metodo delle tangenti'!: La
successione x,, si puo determinare approssimando la funzione con
una sua tangente:

y=f(xn) = f1(x,)(x = x,)
la tangente incontra I'asse x in:

)
£1Gxn)

la x individuata diventa I'elemento successivo di x,,.

_f(xn) :f’(xn)(x _xn) — X=X,

11Sj omette la dimostrazione della convergenza della successione a c.
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Teoremi sulle funzioni derivabili  Metodo delle tangenti di Newton

Calcolo approssimato delle radici quadrate

Il metodo di Newton permette di determinare un algoritmo per il
calcolo approssimato delle radici quadrate. Con r > 1 consideriamo
la funzione f(x) = x? - r nell'intervallo [1;7], soddisfa le ipotesi di
convergenza del metodo:

o 1-r=f1)<0<f(r)=r’-r
o fI(x)=2x>0Vxe[l;r]
o f"(x)=2>0Vxe[l;r]
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Teoremi sulle funzioni derivabili  Metodo delle tangenti di Newton

La successione per le \/7, r > 1 puo essere definita:

Xo =T
Xpay =X, =l =Ly g1
n+l — “*n 2x, — 27n " 2x,

in particolare per la radice di 2 si ottiene:

x0:2
_1 1
xn+1_§xn+_

n

17 577
Xy = —— =~ 1,4142
12

3tn = Ly 36 =
0 ! 408

e
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Teoremi sulle funzioni derivabili  Metodo delle tangenti di Newton

Soluzione approssimata dell’equazione trascendente e* = —x

La soluzione dell’equazione € equivalente all'annullarsi della
funzione f(x) = e* + x. Consideriamo l'intervallo [—1;0], in queste
condizioni si ha:

o 1-1=f(-1)<0<f(0)=1
o fl(x)=e*+1>0Vxe[-1;0]
o f'(x)=e*>0Vxe[-1;0]
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Teoremi sulle funzioni derivabili  Metodo delle tangenti di Newton

Possiamo definire la successione di Newton:
xO = 0

e*nix,

Xn+1 = Xp — eXn+1

dalla quale otteniamo

1
X, = —=,X, = —0,56631'2
2

12Con un software di calcolo algebrico si pud ottenere come soluzione
approssimata dell'equazione -0,56714
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Studio di funzione

Sfruttando quanto visto su limiti e teoremi sulle funzioni derivabili
& possibile studiare in modo preciso il comportamento di funzioni
reali di variabile reale che siano derivabili. E possibile seguire le
seguenti indicazioni per ottenere tutte le informazioni necessarie
alla rappresentazione grafica di una funzione.
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Studio di funzione

Studio di funzione y = f(x): D — R

@ Dominio

e Determinare il pit ampio sottoinsieme dei numeri reali per il
quali la scrittura che definisce la funzione ha senso.

e Scrivere il dominio come unione di intervalli per evidenziarne
gli estremi.

@ Segno

e Risolvere la disequazione f(x) > 0.
e Compilare una tabella riassuntiva per il segno tenendo conto
del dominio.

@ Limiti agli estremi del dominio
e Calcolo dei limiti tenendo conto del segno della funzione.
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Studio di funzione

@ Calcolo della derivata |
e Riscrivere la funzione in modalita che ne rendano pit semplice
la derivazione.
e Calcolare la derivata.
@ Segno della derivata |
e Risolvere la disequazione f'(x) >0, tenendo conto del dominio
di funzione e derivata.
e Compilare una tabella riassuntiva per il segno della derivata |
tenendo conto del dominio di funzione e derivata.
e In tabella segnare anche crescenza e decrescenza della f(x).
e Individuare i massimi e i minimi relativi e calcolarli.
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Studio di funzione

@ Calcolo della derivata Il
e Riscrivere la derivata | in modalita che ne rendano piu semplice
la derivazione.
e Calcolare la derivata.
@ Segno della derivata Il
e Risolvere la disequazione f”(x) > 0, tenendo conto del dominio
di funzione e derivata | e Il.
e Compilare una tabella riassuntiva per il segno della derivata Il
tenendo conto del dominio di funzione e delle derivate.
e In tabella segnare anche concavita e convessita della f(x).
e Individuare i flessi e calcolarli.
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Studio di funzione

@ Eventuali asintoti obliqui
e Se la funzione va a co quando x tende a co puo avere un
asintoto obliquo. Verificarne la presenza ricordando che
m, =lim,_ @ =lim,_,, f'(x) e che
gy =lim,_ ., f(x)—m.x
@ Rappresentazione grafica
e Disegnare la curva iniziando dai punti di massimo, minimo e
flesso individuati e dagli eventuali asintoti obliqui.
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Studio di funzione Esempio: y = f(x) =x*

Dominio:
D =]0;+o0[

Segno:
x*>0

exln(x) >0

VxeD

fx) 3 + 2
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Studio di funzione Esempio: y = f(x) =x*

Limiti:
lim x* = lim e*"®) =
x—0* x—0*
In(x) -
lim xIn(x) = lim = lim =lim —x=0
x—0% x—0t X~ x—0t —X~ x—0%

— elimx_,0+ xIn(x) _ =1

lim x* = +o0
X—+00
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Studio di funzione Esempio: y = f(x) =x*

Derivata |:
xIn(x)

y= x¥=e
1
y' = ¥ (ln(x) + x;) =x*(In(x)+1)

Segno derivata I:

1
x*(In(x)+1)>0—-In(x)>-1—-x>—
e

0 e_l +00
flx)y a - (L + 7
flx) 3 \ A
nfte)
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Studio di funzione Esempio: y = f(x) =x*
Derivata Il:
y' = e*"® (In(x) + 1)
1 1
y' = e’“n("); + e (In(x) +1)? = x* ((ln(x) +1)%+ p

Segno derivata II:

1
x* (ln(x)+1)2+—)>0—>Vx€D
X

0 +00

f'x) & + A

fx) 3 u 2
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Studio di funzione Esempio: y = f(x) =x*

Eventuali asintoti obliqui:

X

m, = lim — = lim x*'=+o0
X—+00 X X—+00

La funzione non ammette asintoto obliquo a +oo.
Comportamento derivata | per x — 0713

li% x*(In(x)+1) = —o0

3|nteressante vista la non esistenza della derivata prima in x = 0.
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Studio di funzione Esempio: y = f(x) =x*

Grafico di y = x":
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Integrali [l problema delle aree

2.5 ¢
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Integrali [l problema delle aree
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Integrali [l problema delle aree
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Integrali [l problema delle aree

2.5 ¢
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Integrali Somme di Riemann

Data una funzione f(x):[a;b] € R — R continua su [a; b],
definiamo somma di Riemann la somma:

n
Zf(xi)Ax
i=1
con
b—a(, 1) b-a
X;=a+ i——| elAx=
n 2 n
in particolare si ha:
b-a (b-a)(n—1)
x1:a+ 2n ,xn:a+#exi+l—xi:Ax
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Integrali Integrali di Riemann

Sulle somme di Riemann per n — +oo si ha: Ax — 0, x; — a,
X,00— b e, x;,1—x; — 0, questo suggerisce la seguente
definizione di integrale e la relativa notazione.

Data una funzione f(x):[a;b] € R — R continua su [a; b],
definiamo integrale di Riemann il limite'*:

n

b
lim Zf(x,—)szf f(x)dx
n—-+oo {4 .

14Utilizzando I'ipotesi di continuita della funzione e di chiusura dell’intervallo
¢ possibile dimostrare che il limite della somma di Riemann converge sempre.
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Integrali Proprieta

Se f(x) e g(x) sono funzioni continue definite su [a;b] cR e
k € R allora valgono le seguenti proprieta per gli integrali:

@ /. fx)+g(x)dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx

@ [Vkf(x)dx =k [!f(x)dx

Q@ [Pf(x)dx=-[ff(x)dx

Q@ cela;b[— [P f(x)dx = [Ff(x)dx+ [P f(x)dx
Q@ f(x)sgx)Vxna<b— [Pf(x)dx < [P g(x)dx
Q [Pkdx=k(b-a)
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Integrali Proprieta

A titolo di esempio dimostriamo la seconda proprieta:

fb Ef(x)dx= Hm 3 kf(r)Ar—
a n—-+oo {

&L b
=k lim Zf(xi)Akaf f(x)dx
n—»+ool.=1 7
e la terza, con xi=d+%(i—%) e Ax = b;nu:

fbf(x)dx = lim if(xi)Ax =
a n—>+ool.:1

== Jim 3 f (&) (00) = = [ fx)dx
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Integrali

Aree
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Integrali Aree

Con a < b se f(x)=0 l'integrale f“bf(x)dx e I'area compresa tra
|'asse delle x, la funzione e le rette x =a e x = b.

Con a < b se f(x) =0 l'integrale fabf(x)dx e I'opposto dell’area
compresa tra |'asse delle x, la funzione e le rette x =a e x = b.
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Integrali Aree

N sesssnnnm

-1 -0.5 0.5 1 1.5 2.5
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Integrali Aree

Cona<be f(x)=g(x)Vx € [a;b] l'integrale fahf(x) —-g(x)dx e
I"area compresa tra |'asse delle x, le due funzioni e le rette x =a e
x=b.

Michele prof. Perini Matematica 178 / 279



Integrali Aree

4

fl\/l—xzd)c:z
0
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Integrali Media integrale e teorema della media

Media integrale
Se f(x) & continua su [a; b] definiamo il suo valor medio
sull'intervallo come:

- fabf(x)dx
Fran="3"g—

Teorema della media: Se f(x) & continua su [a;b] e ]_‘[a;b] e il
suo valor medio, allora 3c € [a; b] tale che f(c) :f[a;b].

Michele prof. Perini Matematica 180 / 279



Integrali Media integrale e teorema della media

Dimostrazione del teorema della media: consideriamo a < b,
essendo f(x) continua, per il teorema di Weierstrass si ha:

msf(x)sM

integrando membro a membro |'espressione precedente si ottiene:

b b b
f mdxsf f(x)dxsf Mdx
a a a
che dividendo per b —a > 0 diventa:

Jomdx _[7f(x)dx _ [7Mdx
b-a = b-a =~ b-a
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Integrali Media integrale e teorema della media

m(b-a) _JJ f(x)dx _M(b-a)
b-a =~ b-a = b-a
M= flap <M

per il teorema di Darboux 3c € |a; b[ tale che f(c) :]_C[a;b].
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Integrali Teorema di Torricelli

Teorema di Torricelli: Sia f(x): D — R continua su [a; b] allora
esiste una funzione F(x) tale che:

o [P f(x)dx=F(b)-F(a)=[F(x)]’
e F'(x)=f(x).

Dimostrazione del teorema di Torricelli, prima parte: preso un
qualsiasi punto c € ]a; b[ si ha per le proprieta dell'integrale:

fubf(x)dx - f:f(x)dx + fcbf(x)dx -

= —fcuf(x)dx+fcbf(x)dx
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Integrali Teorema di Torricelli

definiamo F(x) = [ f(¢)dt", si ha allora:

fabf(x)dxz —fcaf(x)dx+j;bf(x)dx=

=—F(a)+F(b) =F(b)-F(a)

15Ricordiamo che la variabile di integrazione & muta, I'integrale non dipende
da essa ma solo dalla funzione integranda e dall'intervallo di integrazione.
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Integrali Teorema di Torricelli

Dimostrazione del teorema di Torricelli, seconda parte: calcoliamo
la derivata della funzione F(x) ed utilizziamo la prima parte del teorema:
F(x)-F(h)

[ f(@)de
1 — liy 2 S\ g JRJ AT
F(x)_}zl—l?}c x—h llzl—r»ralc x—h

I'ultima espressione € la media integrale della funzione f sull’intervallo
[h; x]. Per il teorema della media esiste k € [h;x] tale che:

e = m

= lim (k) = f(x)

I'ultima uguaglianza essendo vera per la continuita di f ed essendo
h—x—k.
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Integrali Integrali impropri

Le definizioni di integrale utilizzate sino ad ora si possono
estendere su intervalli infiniti e per funzioni non continue su un
insieme numerabile di punti.

Possiamo scrivere per f(x) continua:

f;oof(x)dx = tE&nmLtf(x)dx

f_ :° f()dx = lim f tt i
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Integrali Integrali impropri

Ipotizziamo f(x) continua su [a; b[ e non continua in b, si puo
scrivere:

fa Y )= lim f ' Flx)dx

Per una funzione non continua in altri punti & sufficiente
suddividere gli intervalli di integrazione in sottointervalli con i punti
di non continuita agli estremi.
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Integrali Primitive

Primitiva

Le primitive di una funzione f(x) sono le funzioni F(x) tali che
F'(x) = f(x). Per quanto visto sugli integrali e il teorema di
Torricelli si adotta la notazione F(x) = [ f(x)dx.

Il teorema di Torricelli costituisce un importantissimo (anche se
non unico) metodo per il calcolo degli integrali e li lega al calcolo
delle primitive delle funzioni integrande.

Le regole di derivazione ottenute, se lette opportunamente portano
alle primitive delle funzioni elementari.
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Integrali Primitive immediate

f(x) F(x)= [f(x)dx

X% | 2 4CaeR-{-1})
% In|x|+C
e’ e*+C
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Integrali
cos(x) sin(x) +C
sin(x) | —cos(x)+C
1l—x2 arcsin(x) + C
== | arctan(x)+C

Michele prof. Perini
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Integrali Proprieta primitive

Per le primitive valgono le seguenti proprieta, dimostrabili dalle
proprieta delle derivate:

Q [f(x)+g(x)dx = [f(x)dx+ [g(x)dx

Q [kf(x)dx=k [f(x)dx

Q [f(x)g'(x)dx = f(x)g(x)— [ f'(x)g(x)dx

Q se y=g(x)' allora [ f(g(x))g'(x)dx = [ f(y)dy

per poter scrivere il risultato della primitiva in x, g(x) deve essere
invertibile.
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Integrali Proprieta primitive

Dimostriamo la terza e la quarta proprieta.
Per la terza deriviamo membro a membro:

[ F@g'x)dx = f)g() - [ £(x0g(dx

F(x)g'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x) - f'(x)g (x)

Per la quarta con y = g(x) e F(y) = [ f(¥)dy — F'(y) = f(y),
deriviamo |'espressione membro a membro rispetto a x:

| Fletng @z = () — flg(x)g'x) = F )y —
— Flg()g () = F(g()g ()
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Integrali Integrazione per parti

La terza proprieta delle primitive suggerisce per il calcolo degli
integrali la seguente formula, detta di integrazione per parti:

[ F@g'xdx = g - [ £(x0gdx

b b
faf(x)g'(X)dx=[f(X)g(X)]Z—fa f'(x)g(x)dx

Michele prof. Perini Matematica 193 / 279



Integrali Primitiva di f(x) = |x|

f|x|dx:f1-|x|dx:

FO0) = 1xl,g'(x) =1 — f'(x) = 'xi',g(x) x

:|x|x—f|x|dx

flxldx=|x|x—f|x|dx

[ 1x1ax _ﬁm

riassumendo:
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Integrali Integrazione per sostituzione

La quarta proprieta delle primitive suggerisce per il calcolo degli
integrali la seguente formula, detta di integrazione per sostituzione

cony=g(x) ex=g"'(»"":

[ £etng wax= [ ray

[ rtetng @ax= [ ray
a gla)

17¢(x) deve essere iniettiva (e quindi sostanzialmente invertibile), se non lo
fosse potrebbe accadere che a # b — g(a) = g(b) il che potrebbe rendere nullo
I'integrale di destra e non nullo quello di sinistra.
Michele prof. Perini Matematica 195 / 279



Integrali Differenziale

La formula di integrazione per sostituzione permette di utilizzare in

o . . . . . dg o . ..
modo piti ampio il simbolo di derivazione 22 = g’(x). Riscriviamo
gli integrali e ricordiamo che y = g(x):

[ reg@ax]= [ ro]ay]

possiamo scrivere quindi
/ g _
dy=dg =g'(x)dx oltre a il g'(x)

chiamiamo dg differenziale.
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Integrali Integrali di funzioni pari e dispari su [—a; a]

Per le funzioni pari f(—x) = f(x) si ha:

_zf(x)dx _ f_(;f(x)dx 4 fO“f(x)dx _

nel primo integrale si puo effettuare il cambio di variabile
y = —x — dy = —dx ottenendo:

—- [ renay+ [ seoar=- [ rordy+ [ pexd -

= ["rwray+ [*ferdx=2 [* pxax
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Integrali Integrali di funzioni pari e dispari su [—a; a]

Per le funzioni dispari f(—x) = —f(x) si ha:

uf(X)dx= ’ f(x)dx+faf(x)dx:
—a a .

nel primo integrale si puo effettuare il cambio di variabile
y = —x — dy = —dx ottenendo:

—- [ repay+ [*rax= [ romay+ [ e -

_ _fO“f(y)dy+f0“f(x)dx =0
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Integrali Primitiva di f(x) = tan(x)

tan(x)dx = sin(x) dx =
/ /

cos(x)

‘y =cos(x) — dy = —sin(x)dx‘

1
:—f;dy:—ln|y|+C=‘—1n|COS(x)|+C‘
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Integrali

Primitiva di f(x) = arctan(x)

farctan(x)dx = fl-arctan(x)dx =

f(x) = arctan(x), g'(x) = 1 = f(x) = —g(x) = x
= xarctan(x) —f x;: ; dx = xarctan(x) — % f xzzi 7%=

y=x*+1—dy=2xdx

1r1 1
:xarctan(x)—gf;dy :xarctan(x)—ilnlyl +C=

Michele prof. Perini

1
xarctan(x) — > In(x*+1)+C

Matematica

200 / 279




Integrali Primitiva di f(x) = arcsin(x)

farcsin(x)dx = fl-arcsin(x)dx =

f(x) =arcsin(x),8'(x) =1 — f'(x) = 8(x) =

1
V1-x2

X 1
= xarcsin(x) —f dx = xarcsin(x) + —f
— x2 2

—2X dx =
v1-x2

y=1-x%—dy=-2xdx

1
= xarcsin(x) + = dy = xarcsin(x) + - fy 2dy =

v
=|xarcsin(x)+V1—-x2+C
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Integrali Primitiva di f(x) = arccos(x)

farccos(x)dx = fl-arccos(x)dx =

f(x) = arccos(x),g'(x) = 1 — f'(x) = - g(x)=x

1
V1-—x2

:xarccos(x)+f dx = xarccos(x)——f
2

\/_

1-x

y=1-x%—dy=-2xdx

—xarccos(x)——f dy = xarccos(x)——fy 2dy =

=|xarccos(x)—V1-x2+C
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Integrali Primitive dei quasi-polinomi

Un quasi-polinomio & una funzione del tipo:
ePr® g (x), con p,(x) e g,,(x) polinomi di grado n e m.

La derivata di un quasi-polinomio € ancora un quasi-polinomio,
somme di quasi-polinomi con identico esponente sono ancora
quasi-polinomi. Possiamo ipotizzare che anche |'integrale di un
quasi-polinomio possa essere un quasi-polinomio. In questa
eventualita dovrebbe verificarsi che:

fe”"(x)qm(x)dx =ePWp(x)+C
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Integrali Primitive dei quasi-polinomi

Derivando ambo i membri dell'espressione precedente si ottiene:
ePrP g, (x) = eP»Pr(x) + P F pr (x) 1y (x)

G (x) = 17 (x) + pp (x) 1y (x)

Il membro di sinistra dell'ultima equazione & un polinomio di grado
m, il membro di destra un polinomio di grado I+ n —1 cio implica
chem=Il+n-1—-I=m-n+1.
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Integrali Primitive dei quasi-polinomi

3
Esempio: primitiva di e* x°
3 3
/ex x’dx =e* (ax®*+bx*+cx+d)+C
derivando ambo i membri si ottiene:
3

e*’x% = e’ (3ax® +3bx* +3cx® + (3a + 3d)x? + 2bx + ¢)

che ¢ vera per ogni x se

3a=1

3b=0

3c=0 25 48 l 3_1
34+43d=0 fe x’dx =e (3x 5 +C
2b=0

c=0
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Integrali Primitive dei quasi-polinomi

- - -y . - - 2
Esempio: primitiva di e™
In questo caso si ha [ =0—-3+1= -2 questo non ci consente di
scrivere un quasi-polinomio come risultato dell'integrale. In effetti
. \ . - -, . . - 2 \ . . . .
si puo dimostrare che la primitiva di e™* non ¢ scrivibile tramite
composizione di funzioni elementari.
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Integrali Funzioni non elementarmente integrabili

4 5

_,2 sin(x) cos(x) e*
e — x>, ...

% ,sin(xz),cos(xz),ﬁ,ex
Alcune funzioni hanno primitive non esprimibili tramite
composizione di funzioni elementari. In generale non & semplice
dimostrare che una funzione non & elementarmente integrabile.
Oltre a quelle elencate sopra siamo in grado di individuare, come

funzioni non elementarmente integrabili, i quasi-polinomi non
integrabili con il metodo di integrazione dei quasi-polinomi visto in
precedenza.
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Integrali

Primitiva di f(x) =In(x)

f (o) edoc =

’x:ey—>y:1n(x)—>dx:eydy‘

:fyeydy:

fyeydyzey(ay+b)—»yey=ey(ay+b)+eya—»{ Zz

1
-1

Michele prof. Perini
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Integrali Calcolo dei volumi

Metodo delle sezioni:

Di un solido di cui si conosca il valore dell’area della sezione S(x)
che taglia il solido con un piano perpendicolare all’asse x, si puo
determinare il volume con la formula:

V= f:S(x)dx

Il volume in questo caso € la somma dei volumi dei solidi di area di
base S(x), altezza dx e volume S(x)dx che otteniamo sezionando
finemente il solido con piani perpendicolari all’asse x che distano
dx 'uno dall'altro.
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Integrali Calcolo dei volumi

Volume di una piramide a base triangolare

Determiniamo il volume della piramide di vertici O(0,0,0),
A(a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,c).

Le sezioni della piramide con piani paralleli al piano xOy sono
triangoli rettangoli di cateti di misura rispettivamente a(1-£) e
b(l = f) Usando il metodo delle sezioni il volume diventa:

v:fcla(l—f)b(l—f)du
o 2 c c
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Integrali Calcolo dei volumi

1 2
=—abfc(l—f) dz =
2 () c
z

dz
w=1l--—-dw=-——
c c

1 0
:——abf w?cdw =
2 1

1 0
=——ubcf wdw =
2 1
310
— | =-=abc
3 1 6

1
=——abc
2
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Integrali Calcolo dei volumi

Rotazione attorno all’asse x:
Il volume dei solidi ottenuti dalla rotazione attorno all’asse x della
funzione y = f(x) si puo ottenere dalla formula:

ver [ ()2 dx

Il volume in questo caso & la somma dei volumi dei cilindretti di
raggio f(x) e altezza dx, ogni cilindretto ha pertanto area di base
7 (f(x))?* e volume 7 (f(x))? dx.
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Integrali Calcolo dei volumi

Volume di una sfera

Determiniamo il volume della sfera generata dalla rotazione della
semicirconferenza y = \/r? — x2 attorno all'asse x.

Vznf_r(\/rz—xz)zdxznf_r r? —x*dx =

r

31]r
X 2
=7 |r*x-=— =ﬂ(2r3——r3)=—nr3
3., 3" )73
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Integrali Calcolo dei volumi

Rotazione attorno all’asse y, metodo gusci cilindrici:
Il volume dei solidi ottenuti dalla rotazione attorno all’asse y della
funzione y = f(x) si puo ottenere dalla formula:

V:anbxf(x)dx

Il volume in questo caso e la somma dei volumi dei gusci cilindrici
di spessore dx, raggio interno x, raggio esterno x + dx e altezza
f(x) con asse di simmetria sull'asse y. Ogni guscio € equivalente
al parallelepipedo di altezza f(x), profondita dx e lunghezza 27 x e
volume 2mx f(x)dx.
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Integrali Lunghezza delle curve

La lunghezza di una curva f(x) su un intervallo [a; b] si puo
determinare tramite la formula

l:fb\/1+(f’(x))2dx

giustificabile tramite la rappresentazione grafica:

& = VIFT@rar
\q, X
*
d\// dy = f'(x)dx

dx
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Integrali Lunghezza delle curve

Circonferenza

Determiniamo la Iunghezza della semicirconferenza

—y2 _, —X
=Vri-x T Ve
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Integrali Superfici di rotazione

Le superfici “laterali” (cioé quelle generate direttamente dalla
curva e non dagli estremi dell’intervallo in cui essa & considerata)
dei solidi di rotazione si possono determinare con la formula:

s =2nfabf(x)\/1+(f’(x))2dx

che rappresenta la somma delle superfici laterali dei tronchetti di
cono (S; =m(n, + 1) a) con asse sull'asse x di raggi r, = f(x) e
n, = f(x)+dy = f(x), spessore dx e apotema

a = /(dx) +(dy) = 1+ (' (x)Pdx.
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Integrali Superfici di rotazione

Superficie di una sfera

Determiniamo la superficie di una sfera generata dalla rotazione

della semicirconferenza y = /r? —x? — y' = —=%— attorno all'asse
Vr2—x2
X.

2

r p—
S=27‘[[ Vrz—x2,1+ _* dx =
-r

r2 — x2

r? r
-5 dx= 271[ rdx =
r<—Xx =7

“on [ VP
-r

=2n[rx]", =4nr?
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Equazioni differenziali

Una equazione differenziale & una equazione la cui incognita € una
funzione che compare nella stessa assieme ad almeno una delle sue
derivate. In simboli una equazione differenziale con incognita la
funzione y = f(x) & un’equazione del tipo:

(f(x), f'(x), f' (%), ... f(x)) =0

€ una equazione differenziale le seguente:
I _
yy =1

Di seguito vedremo come risolvere alcune equazioni differenziali.

Michele prof. Perini Matematica 219 / 279



Equazioni differenziali Primo ordine omogenee

Una equazione differenziale omogenea del primo ordine € una
equazione del tipo:
y'=a(x)y

2 ana 2 d T
Per risolverla utilizzeremo la scrittura y' = d—i e le proprieta del
differenziale:

d d d
4 _ a(x)y — 4 _ a(x)dx —»f—y = fa(x)dx —
dx ¥ ¥

—~nly|+C, = [a@dx ~nly = [ a@)dx-¢, —

Michele prof. Perini Matematica 220 / 279



Equazioni differenziali

Primo ordine omogenee

- eln|y| — efa(x)dx—Cl - |y| — efa(x)dxe—Cl -

Michele prof. Perini
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Equazioni differenziali Primo ordine non omogenee

Una equazione differenziale non omogenea del primo ordine & una

equazione del tipo:
y'=a(x)y+b(x)

Per risolverla moltiplichiamo ambo i membri per e~/ 2()4x.
e—fa(x)dxyl — e—fa(x)dxa(x)y + e—fa(x)dx b(x)
e—fa(x)dxyl _ e—fa(x)dxa(x)y — e—fa(x)dx b(x)

(e—fa(x)dxy), _ e_fa(x)dxb(x)
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Equazioni differenziali Primo ordine non omogenee

e—fa(x)dxy — fe—fa(x)dxb(x)dx

y= efa(x)dx f e—fa(x)dxb(x)dx
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Equazioni differenziali Variabili separabili

Una equazione differenziale del primo ordine a variabili separabili &
una equazione del tipo:

y'=a(x)b(y)

Le equazioni di questo tipo si possono risolvere utilizzando i
differenziali e le loro proprieta:

dy

= a@)b()
dy

_b(y) =a(x)dx

f% :fa(x)dx
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Equazioni differenziali Variabili separabili

A titolo d’esempio risolviamo |'equazione differenziale

yy'=1
dy
- = ]_
ydx
ydy = dx

fydy:fldx
¥ 2

_+C1:x+C2_’y?:x+C3

2
y=+xVv2x+C
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Equazioni differenziali Secondo ordine lineari omogenee

Una equazione differenziale lineare omogenea del secondo ordine &
un’equazione del tipo: ay” + by’ +cy =0 le cui soluzioni sono:
—b+Vb2-4ac —b—Vb2%—4ac
se A=b’—4ac>0—y=Ce” 2« *+Cye 2 *

se A=b*—4ac=0—y=eu*(C, +Cpx)

se A=b®>—4ac<0—

b, V—=b*+4ac .| V-b*+4ac
y=-ez"|C, cos Tx + C, sin Tx
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Equazioni differenziali Linearita

Il seguente principio puo essere utile nella risoluzione delle
equazioni differenziali. Se y, = fp(x) & soluzione di una equazione
differenziale omogenea del primo ordine y' = a(x)y e yp = fp(x) &
una soluzione particolare dell’equazione non omogenea

y' =a(x)y+b(x) allora y = f(x) = fo(x) + fp(x) = yo + ¥p & ancora
soluzione dell’equazione y' = a(x)y + b(x).

Dimostrazione: Basta sostituire y =y, + yp nell’'equazione

y' =a(x)y+b(x):

(Yo +yp) =a(x) (Vo +yp) + b(x)

Yo+ Vp=a(x)yo+a(x)yp+b(x) —0=0
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Equazioni differenziali Linearita

Il principio rimane valido anche per le equazioni del secondo ordine.
Se ¥ = fo(x) & soluzione dell’equazione ay” + by’ +cy =0 e

¥p = fp(x) & una soluzione particolare dell’equazione non omogenea
ay"+by'+cy=g(x) allora y = f(x) = fo(x) + fp(x) = yo + yp &
ancora soluzione dell’equazione ay” + by' + cy = g(x).
Dimostrazione: Basta sostituire y =y, + yp nell’'equazione

ay" +by'+cy = g(x) ottenendo

(ayl + byl + cyo)+ (ayp + byp + cyp) = g(x).
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Equazioni differenziali Linearita

Risolviamo I'equazione differenziale:
y" —y =2sin(x)
Determiniamo le soluzioni y,, dell’equazione omogenea y" —y =0:
Yo=Ce*+Ce™
Ipotizziamo una yp = Acos(x) + Bsin(x), implica:

—Acos(x) —Bsin(x) — (Acos(x) + Bsin(x)) = 2sin(x)

Yp = —sin(x)

La soluzione dell’equazione € la somma delle soluzioni trovate
Y=Yo+yp=Ce*+Ce™™ —sin(x).
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Equazioni differenziali Problema di Cauchy

Le soluzioni delle equazioni differenziali sono famiglie di funzioni
che dipendono da alcuni parametri. La determinazione delle
soluzioni dell'equazione differenziale al variare delle condizioni
iniziali si chiama problema di Cauchy. In simboli per le equazioni
del primo e del secondo ordine il problema di Cauchy diventa:

¢ (f(x), f'(x), f"(x))=0
o { f(x0) =

f'(x0) =y,

{ P (f(x),f'(x))=0
f(x0) = ¥o
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Distribuzione di probabilita

Variabile aleatoria o casuale

Una variabile aleatoria & una funzione (solitamente iniettiva) che
associa eventi a numeri reali.

Una variabile aleatoria puo assumere solo valori reali.
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni discrete

Consideriamo una variabile aleatoria X con le seguenti
caratteristiche:

@ X puo assumere i valori reali x;,x,,...,X,.

@ Gli eventi rappresentati dalla variabile casuale sono tutti
disgiunti tra loro.

@ Ognuno dei valori della variabile X si presenta rispettivamente
con una probabilita p;, ps, ..., Pp-
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni discrete

Sulla variabile aleatoria X si ha:

°
n
2 pi=1p;z0Vi
i=1
C n
Media o speranza matematica: E(X)=pu =) p;X;
i=1
C n
Varianza: V(X)=0%=)_ p;(u—x;)?
i=1
°

n
Deviazione standard: o =/ p;(p - x;)?
i1
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni discrete

Per la varianza vale anche la seguente relazione:

=ip,(u x;)’ = Zpl(u + X7 —2p%;) =

=Y (pip® + pix? —2p;px;) =

i=

n n
= Z i+ D DX =20 pix; =
i=1 i=1

—

n n
=pP+ ) pixi -2 = (Z m?) - p
i=1 i=1
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni discrete

Distribuzione di Bernoulli

Con X=0,1,2,...,x,...n e g =1—r la distribuzione binomiale o di
Bernoulli &:

p(sz)z( . )rm"—x

La probabilita descritta dalla distribuzione ¢ relativa a due eventi, il
primo si verifica con probabilita r, I'altro con probabilita g =1—r.
Su n prove ripetute la distribuzione fornisce la probabilita che il
primo evento si verifiche esattamente x volte.

Michele prof. Perini Matematica 235 / 279



Distribuzione di probabilita Distribuzioni discrete

Distribuzione di Bernoulli

Su n prove totali, se il primo evento si verifica x volte, il secondo
deve verificarsi n —x volte. La probabilita che si verifichino prima x
eventi di probabilita r e poi n—x eventi con probabilita g &
r*q"*, il coefficiente binomiale da conto di tutte le possibili
sequenze dei due eventi che si possano presentare.
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni discrete

Distribuzione di Bernoulli
Ricordando il binomio di Newton si ha per la somma delle

probabilita:

i( " )rxq”‘x:(r+q)”:1”:1

x=0 X

La media della distribuzione binomiale é&:

x=n( 5 xX=n n!
,U= Z T ran_xXZ Z ran—xx=
x=0 X.
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni discrete

Distribuzione di Bernoulli

*=n p(n-1)!

= — Zm
=g (40 )

’x:y+1—>y:x—l‘

=n-1
_ ny n ( n-— ]- ) ry+1qn—y—1 =
y=0 y

&=
1l
S
2

X

rq

y=”_1( n-1

. )ryq”‘y‘1 =nr(r+q)" ' =nr
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni discrete

Distribuzione di Bernoulli
La varianza della distribuzione binomiale é&:
X=n n
0.2: Z I’an X 2 (m,)z
x=0 X

& n(n-1)!
—(2( (x - 1)t

[ n-1 X n—-x _
=(n =1( e )r q x)—(nr)z—

an—xx) _ (l’ll’)z —
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni discrete

Distribuzione di Bernoulli

’x:y+1_>y:x_1‘
_ (ny=n—1( n-1 )ry+1q"_y_l(y+1))—(”r)2 =
y=0 %
_ (m,Y( n-1 )ryq"_y_l(y+1))—(”r)2 =
y=0 y

=n-1 _ y=n-1 _
£ e g 5 e
y=

=0

—(nr)? =

=nr((n-Dr+(r+q)" |- (nr)*=-nr*+nr=nr(1-r)
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni discrete

Distribuzione di Poisson

Con X =0,1,2,...,x,---=Ne u >0 la distribuzione di Poisson é&:
X

T
pX=x)=e Hx!

La distribuzione di Poisson si puo ricavare come limite n — +oo

dalla distribuzione di Bernoulli con g =nr >0 e quindi con r — 0
_ . n X  n—X _ n lJ’x( _E)n—x_
p(X—x)—hm(x)rq _nliIPoo(x)( ) 1 . =

n—+oo
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni discrete

Distribuzione di Poisson

-t (%) )

- )8 -2 -2 -
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni discrete

Distribuzione di Poisson

. n! 1\
=e Py’ lim =
n—+co (n—x)x!'\n—p

x n! 1\
e jim | =
x! n—too(n—x)!\n—pu
polinomio grado x
:e‘”u—x lim n(n—l)---(n—x+1):e_uu_x
Mo (n—p) g
L

polinomio grado x
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni discrete

Distribuzione di Poisson

Verifichiamo la somma delle probabilita:
+00 X +oo X
_ _ 1% _
Ze u”_':e #Z_'18:e Hok =1
x=0 X. 0 X:

La media della distribuzione di Poisson e:

x—l

E(X)= Ze ””—x—Ze” — _”Hz(x—l)'

18y +oo ‘;! & lo sviluppo in serie di e*.
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni discrete

Distribuzione di Poisson

+00 'uy
= e‘”uyzom =etuet=p

La varianza della distribuzione di Poisson é:

400 ,Ux +00 ux
0.2 — (Z e—y_xz) _'u2 — e—p(z _xz) _'UZ —
x! =1 X!

x=0

+00 25—l
- e_“”(z (5—1)1 )_“2 -

x=1
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni discrete

Distribuzione di Poisson

+00 ’uy 2
—etul Y £ +1))— -
u(ygo(y)! y p
+00 ;Y +00 ;Y
- I H 2
—e M — v+ — | - =
| S5 B

=eFuluet +et]—p? =pP +pu—p® =y
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni continue

Consideriamo una variabile aleatoria X con le seguenti
caratteristiche:

@ X puo assumere tutti valori reali X =R.
@ Definiamo una funzione densita di probabilita f(x) = 0Vx € R.
o La probabilitd p (X € [a;b]) = [ f(x)dx
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni continue

Sulla variabile aleatoria X si ha:

°
f+°°f(x)dx —1, f(x) = 0Vx €R
e +00
Media o speranza matematica: E(X)=pu =f xf(x)dx
e +00
Varianza: V(X) =o0? = f (u—x)*f(x)dx
°

Deviazione standard: ¢ = \//+Oo(p —x)2f(x)dx
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni continue

Per la varianza vale anche la seguente relazione:

o’ = f+oo(u - x)*f(x)dx = f+oo(u2 +x% —2px)f(x)dx =

= p? f+oof(x)dx+f+°°x2f(x)dx—Zﬂf+ooxf(x)dx =
=p?+ f X2 f(x)dx —2p =

—o0

= [T fiodx- e

(o.¢]
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni continue

Distribuzione di uniforme

Con X =R e a < b una distribuzione uniforme & una distribuzione
del tipo:

1
_ 7—a € a <x<b
f(x)—{ Osex<avx>Dh
Verifichiamo la probabilita totale:
+00 b 1
p(xe]—oo;+oo[)=f f(x)dx:/ ——dx=1
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni continue

Distribuzione di uniforme

La media della distribuzione uniforme é:

b

+00 b x 1 [x? a+b
= d :f d = e =
H [m Xf(X) o a b-a * b—a| 2 2
La varianza della distribuzione uniforme é:
+00 b x2
2 _ 2 dx — 12 :f = i
d [oo x f(x) P a b—a xoH
INEA .
T R e
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni continue

Distribuzione di uniforme

1 24+ 2ab+ b?
:§[b2+ab+a2]__a Z =

_a’*+b*-2ab _(b-a)’
- 12 12
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni continue

Distribuzione normale

Con X =R, p€R e o >0 una distribuzione normale (o di Gauss) &
una distribuzione del tipo:

_a=p?
e 202

flx)=

o\ 21

Verifichiamo la probabilita totale:

p (x € ]—o0; +oo[) = f_:of(x)dx =
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni continue

Distribuzione normale

= j‘+oo ;e_(%]zdx =
0 g\/27

20 20
W 1
—f oo—e‘yzcly:— ooe yzdy—llg
—00 \/E \/E —00

19 5 funzi - & el i bil ia si pud
a Tunzione e non e elementarmente mtegra ile, tuttavia si puo

: 2
dimostrare che [*®e™ dx = \/J_T
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni continue

Distribuzione normale

La media della distribuzione normale é:

+00 +00 1 _(ﬂ)z
E(X)zf xf(x)dx = xe V2ol dx =
—0 - g\/271
X—u dx
V20 V20

:fooo (\/_Uy+,u)ey\/_ady—

:f_:o\/l_(\/_ay+u)e ¥ dy =
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni continue

Distribuzione normale

+oo ] +oo ]
— f —\/ane‘yzdy+f —peVdy=
-0 \/E -0 ﬁ
=0 perché funzione dispari
1 +00
=pu— [ e V2 dy = U
Vidw Y
V7
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni continue

Distribuzione normale

La varianza della distribuzione normale é:

V(X) :f+oox2f(x)dx—u2 =

—00

= f+oo 1 xze_(%)zdx—uz =

© g\/21
X— dx
= —>d =
\/Ecr Y \/Ea

= f_m L (V2oy +u) e dy - pu? =

oV
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Distribuzione di probabilita Distribuzioni continue

Distribuzione normale

+oo ] 5
f \/_ay+u eydy f —p eV dy =
(e

:f+oo ! (2\/_pay+20 y )e‘yzdyz

~

20’2 +00
) nf y2eVdy =o®
—00
—_——————

“S
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Appendice sull’'uso della calcolatrice

Partiamo tutti con le stesse impostazioni, resettiamo la calcolatrice

con la sequenzazo:

o
2]
o3

O AC

2| e sequenze riportate sono quelle della calcolatrice CASIO fx-991EX
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Appendice sull'uso della calcolatrice Calcoli generali

Divisori di un naturale

Determina il numero dei divisori di 360.

Q@ 360 @ AC Q x
Q = 04

2
(s ] Q x ®
(4 ] Q3 @ =
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Appendice sull'uso della calcolatrice Calcoli generali

Q9 sessione ordinaria 2005

Si calcoli, senza I'aiuto della calcolatrice, il valore di:

sin?(35) + sin(55)
@ MENU Q) @)
Q1 Q x*
Q ( Q + o)
Q sin Q ( ® »°
@ 35 @ sin
Q) @ 55 Q =
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Appendice sull'uso della calcolatrice Calcoli generali

Q10 sessione ordinaria 2008

Se si sta realizzando una strada rettilinea che, con un percorso di
1,2km, supera un dislivello di 85m, qual & la sua inclinazione (in
gradi sessagesimali)?

@ MENU o Q)
Q1 g 8+5 o —
° @ 1200 @
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Appendice sull'uso della calcolatrice Calcoli generali

P2.3 sessione ordinaria 2015

6 1
f ——x%>+x+2dx
o 8

@ MENU 01 @ x* (1o]
Q1 (7 @ + @0
Q@ [fOdx @38 ® x ®
Q - o Q@ + @6

s @ x @2 =
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Appendice sull'uso della calcolatrice Calcoli generali

Determina una approssimazione della soluzione dell'equazione:

In(x)=-x
O MENU Q) Q x ® =
Q1 O ALPHA @
© In Q- @
QO x o - @1
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Appendice sull’uso della calcolatrice Calcoli con i numeri complessi

Con il menu 2, dei numeri complessi, la calcolatrice (anche grazie
al pulsante OPTN) puo calcolare direttamente:
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Appendice sull’'uso della calcolatrice Numeri in base N

Lanciando 5 volte una moneta, qual & la probabilita che esca la sequenza CC? Abbiniamo Cale T a 0.

Q@ 00000 @ 01011/ @ 10110
@ 00001 x ® 01100V @ 10111
@ 00010x @ 01101 @ 110007
O 00011/ ® 01110V G
@ 00100x @ 01111/ @ 11010/
@ 00101x @ 10000x

@ 00110V @ 10001x ® 11011y
Q@ 00111V @ 10010x © 11100V
Q 01000x @ 10011/ @ 11101V
@ 01001x @ 10100x @ 11110/
@ 01010x @ 10101x @ 11111/
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Appendice sull’'uso della calcolatrice Matrici

Calcola I'area del triangolo ABC con A(1,1), B(3,5) e C(4,-1).

1 2 3

SABCZE det(4 _2 )‘:8
@ MENU Q — @ OPTN
Q4 Q14 [16)
©?2 ® -2 @ OPTN
Q2 ® =
Q= ® OPTN @ )
Q3 @ 3 @ =
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Appendice sull'uso della calcolatrice Vettori

Q6 sessione suppletiva 2017

Determinare la distanza d tra il punto P(6,6,8) e la retta

X 3 0
r:{z:y;fz+l —»(y):k(l)+(—l).
= z 1 0

‘A’BXA’P‘
A(0,-1,0),B(3,0,1)er —d="— 1
AB
o MENU Q5 o .
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Appendice sull’uso della calcolatrice Calcoli statistici e di regressione

Per impostare le frequenze: Per accedere al menu delle
statistiche e ottenere i risultati:
° © MENU
(2] Q6
© OPTN
o
Q1
Q3 o .
(7 3
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Appendice sull’'uso della calcolatrice Calcoli di distribuzione

Q7 sessione suppletiva 2015

Una fabbrica produce mediamente il 3% di prodotti difettosi.
Determinare la probabilita che in un campione di 100 prodotti ve
ne siano 2 difettosi, usando la distribuzione binomiale.

@ MENU Q2 Q 3--100
Q7 0 = B
(s Q@ 100 ®
Q2 Q = @ =
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Appendice sull’'uso della calcolatrice Calcoli di distribuzione

Q7 sessione suppletiva 2015

Una fabbrica produce mediamente il 3% di prodotti difettosi.
Determinare la probabilita che in un campione di 100 prodotti ve
ne siano 2 difettosi, usando la distribuzione di Poisson.

© MENU Q2 Q=
Q7 Q2 Q =
o Qo =
Q2 Q3
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Appendice sull’'uso della calcolatrice Calcoli di distribuzione

Una fabbrica produce tondini di ferro le cui misure di lunghezza
sono distribuite normalmente con y =20 e 0 = 1. Determina la
probabilita che un tondino abbia una misura compresa tra 18 e 20.

© MENU Q2
Q7 Q .
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Appendice sull’'uso della calcolatrice Foglio di calcolo
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Appendice sull’uso della calcolatrice Tabella x — f(x)

Il menu 9, Table, consente di determinare facilmente i valori di due
funzioni f(x) e g(x) in un certo range di punti, ad esempio:

fe)= [ Zar

1
g(x)=f2 mdt
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Appendice sull'uso della calcolatrice Equazioni polinomiali e sistemi
lineari

Q7 sessione ordinaria 2005

Se f(x) = x*—4x> +4x* +3, per quanti numeri reali k & f(k)=27?
Si illustri il ragionamento seguito.

© MENU Q = ® —
@ ALPHA Q -4 o1
o A 0 = B
Q> Q 4 ® =
Q4 @ = ® =
Q01 @0 @
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Appendice sull'uso della calcolatrice Equazioni polinomiali e sistemi
lineari

P1.2 sessione ordinaria 2011

Si calcolino le ascisse dei punti di intersezione di f(x) = x3—4x
con la retta y = -3.

Q@ MENU Q1 @ =
@ ALPHA Q = @3
QA Q0 73]
Q2 Q= @
Q3 Q4 1)
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Appendice sull'uso della calcolatrice Equazioni polinomiali e sistemi
lineari

P2.3 sessione ordinaria 2015

Determina la funzione polinomiale di secondo grado che passi per i
punti A(0,2), B(2,1) e C(4,4).

@ MENU Q= @ = @ =
@ ALPHA Q1 @ 1 o
oA @ = @ = @ —
01 @ 2 Q@ 72 o 4
Q3 ® = @ =

Q0 Q 4 @ 16 @ =
Q= ® = @ = Q=
Q0 ® 2 Q 4 @
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Appendice sull'uso della calcolatrice Equazioni polinomiali e sistemi
lineari

Q5 sessione ordinaria 2018

Con una staccionata lunga 2 metri si vuole recintare una superficie
avente la forma di un rettangolo sormontato da una
semicirconferenza. Determinare le dimensioni dei lati del rettangolo
che consentono di recintare la superficie di area massima.

[-5-2)+
S ———2|x“+2x
2

@ MENU A o

@ ALPHA

©0
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Appendice sull’'uso della calcolatrice Disuguaglianze

x—1
—  >0—-(x-1)(2x*-x-1)=0
2x2—x—-1 ( )( )
—2x3-3x>+1=0
© MENU QB o .
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